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Analyse morphologique et homoge´ne´isation nume´rique
Application a` la paˆte de ciment
La popularite´ des sche´mas d’homoge´ne´isation classiques, base´s sur la solution
d’Eshelby du proble`me de l’inhomoge´ne´ite´, tient a` leur robustesse (des contrastes infinis
entre les raideurs des diffe´rentes phases sont permis) et leur adaptabilite´ (les proble`mes
line´aires aussi bien que non-line´aires peuvent eˆtre aborde´s), la complexite´ des calculs
mis en jeu restant limite´e. Le fait qu’ils ne prennent en compte de fac¸on quantitative
qu’une quantite´ restreinte d’informations morphologiques constitue leur principale
faiblesse. Ainsi, des proble`mes tels que l’influence de la distribution de taille des pores
ou l’orientation locale d’inclusions anisotropes leur sont inaccessibles. A l’heure actuelle,
seuls de longs calculs complets (par e´le´ments finis/de frontie`re) permettent d’abor-
der ces questions. L’objet de ce travail est de mettre au point de nouvelles me´thodes
d’homoge´ne´isation, de mise en œuvre plus le´ge`re que les e´le´ments finis/de frontie`re,
tout en rendant compte de plus de de´tails de la microstructure que les techniques
base´es sur la solution d’Eshelby. Le principe variationnel de Hashin et Shtrikman fournit
le cadre mathe´matique rigoureux dans lequel sont de´veloppe´es deux me´thodes. La
me´thode des inclusions polarise´es, tout d’abord, dont le but est le calcul de milieux
he´te´roge`nes constitue´s d’inclusions, plonge´es dans une matrice homoge`ne. Pour un
calcul complet d’une microstructure donne´e, il est connu que les me´thodes nume´riques
d’homoge´ne´isation par transforme´e de Fourier rapide (FFT) sont de se´rieux compe´titeurs
des me´thodes d’e´le´ments finis/de frontie`re. Le principe de Hashin et Shtrikman permet
de jeter un e´clairage nouveau sur ces techniques, et un sche´ma nume´rique original
d’homoge´ne´isation par FFT est propose´ dans un second temps ; il s’ave`re plus rapide et
plus robuste que les sche´mas existants.
L’industrie du ciment pourrait certainement tirer parti de tels sche´mas d’homoge´ne´-
isation avance´s, puisqu’il est connu que les proprie´te´s macroscopiques des paˆtes de
ciment de´pendent fortement des de´tails les plus fins (a` l’e´chelle sub-micronique) du
re´seau poreux (dans la phase C–S–H). Une partie de ce travail est consacre´e a` la ca-
racte´risation de ce re´seau a` l’aide de deux techniques expe´rimentales : la diffusion des
rayons X aux petits angles, et la microscopie X. L’accent a e´te´ place´ sur l’interpre´tation
quantitative de ces expe´riences, en vue d’ame´liorer les pre´dictions des estimations des
proprie´te´s me´caniques macroscopiques. Une connexion est e´tablie entre ces deux ap-
proches. Cette tentative, encore perfectible, montre que les mode`les classiques du C–S–H
ne peuvent rendre compte de ces donne´es expe´rimentales.
Mots-cle´s homoge´ne´isation, polarisation, diffusion aux petits angles, microscopie X,
tomographie
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Morphological analysis and numerical homogenization
Application to cement paste
Classical homogenization schemes, based on the solution to Eshelby’s inhomogeneity
problem, draw their popularity from the fact that they are both robust (even infinite
contrast of the mechanical phases is allowed) and versatile (linear- as well as non-
linear mechanical problems can be addressed), while the computations involved are
very limited. Their flaw lies in the fact that they incorporate very little morphological
information : problems such as the influence of the pore-size distribution, or the local
orientation of anisotropic inclusions is out of their reach. Presently, only lengthy full-
field calculations (FEM, BEM) can address such issues. The aim of this work is to devise
new homogenization techniques, which are not as computationally involved as FEM
or BEM calculations, while capturing more details of the microstructure than Eshelby-
based techniques. Two methods are developed within the framework of the variational
principle of Hashin and Shtrikman, which provides sound mathematical ground. The
polarized inclusion method, on the one hand, aims to address composites with inclusions
embedded in a homogeneous matrix. On the other hand, FFT-based homogenization
techniques are known to alleviate the burden of a full-field calculation carried out with
FEM or BEM. With the help of the Hashin and Shtrikman principle, new light is shed on
these techniques, and a new, faster and more robust, FFT-based scheme is proposed.
The cement industry would certainly benefit from such advanced homogenization
schemes, since the macroscopic properties of cement pastes are known to heavily rely on
the finest details (at sub-micron length-scales) of the porous network (within the C–S–H
phase). Part of this work is devoted to the characterization of this network using two
experimental techniques, namely small-angle X-ray scattering and tomography with
soft X-ray microscopy. Attempts are made at quantifying the microstructure of C–S–H,
in order to improve the estimates of its mechanical properties. A link between these
two approaches is established. This attempt, perfectible, shows that popular models for
C–S–H cannot account for these experimental data.
Keywords homogenization, polarization, small-angle scattering, X-ray microscopy,
tomography
v

Remerciements
Lorsqu’il y a pre`s de cinq ans, je de´cidai, apre`s une premie`re expe´rience profes-
sionnelle dans la conception des ouvrages d’art, d’effectuer une entre´e tardive dans
la recherche, je fis rapidement face a` des obstacles qui se seraient ave´re´s insurmon-
tables sans le soutien et la clairvoyance d’Olivier Coussy. C’est bien entendu a` lui que
je dois d’avoir rencontre´ les acteurs essentiels de ce travail : mon tuteur de stage de
master, Paulo Monteiro, ainsi que mes directeurs de the`se, Luc Dormieux et Pierre Levitz.
J’aimerais lui exprimer toute ma gratitude pour m’avoir ainsi ouvert les bonnes portes.
Mais je dois a` Olivier bien plus, et je garderai un souvenir e´mu des nombreuses
matine´es passe´es dans son bureau a` « discuter le bout de gras », selon ses propres termes.
Il m’a fait partager sa fac¸on de comprendre et d’enseigner la me´canique, ainsi que sa
passion pour d’autres types de ponts : entre les disciplines, ceux-la`. C’est d’autant plus
cruellement que j’ai ressenti son absence lors de la dernie`re ligne droite de ce travail.
Apre`s quelques anne´es passe´es au Se´tra, ou` j’ai eu le bonheur de participer, entre
autres, a` la conception d’un pont. . . a` Avignon (dont j’espe`re qu’il connaıˆtra un sort
moins funeste que celui de la chanson), je me suis donc a` nouveau retrouve´ dans la
peau d’un e´tudiant. J’ai e´te´ imme´diatement aspire´ dans un tourbillon de sujets et de
personnes tous aussi passionnants les uns que les autres, et je remercie au passage mes
supe´rieurs hie´rarchiques de l’e´poque, MM. Jean-Claude Pauc, Emmanuel Bouchon, et
Joe¨l Raoul de m’avoir permis de prendre sur mon temps de travail pour amorcer ainsi ce
retour vers le monde acade´mique, qu’a` aucun moment je n’ai regrette´.
J’aimerais de meˆme saluer la confiance que m’a accorde´e Paulo Monteiro de`s les
premiers instants de notre premie`re rencontre, au cours de laquelle il fut entendu qu’il
m’accueillerait en stage de Master a` l’Universite´ de Berkeley. Souhaitant a` l’e´poque « voir
du pays», je n’ai pu queme re´jouir de cette expe´rience ame´ricaine, riche d’enseignements
scientifiques, culturels et humains. Le soutien de Paulo Monteiro s’est prolonge´ bien au-
dela` de ce stage, puisqu’il a joue´ un roˆle central dans les expe´riences de nanotomographie
par microscopie X effectue´es a` Berlin.
J’en viens maintenant aux deux personnages centraux de ce travail : Luc Dormieux
et Pierre Levitz. Ils savent tout ce qu’ils m’ont apporte´ sur le plan scientifique, et la
profonde admiration que j’e´prouve pour leur rigueur, leur esprit critique et leurs vastes
connaissances bibliographiques. Ils ne savent peut-eˆtre pas tout ce que j’ai appris hors
du cadre purement scientifique a` leurs coˆte´s. J’avais en effet il y a encore trois ans une
vision quelque peu « romantique » du doctorat, dans laquelle seule comptait la fin : on
cherche jusqu’a` tant que l’on trouve, puis on e´crit. J’ai compris aux coˆte´s de Luc et Pierre
qu’une the`se, c’est un parcours sinueux, dans lequel chaque de´tour, chaque impasse,
compte ; pour m’accompagner sur ce chemin, je n’aurais pu trouver de meilleurs guides
que Luc et Pierre.
vii
REMERCIEMENTS
Je dois e´galement a` Luc et Pierre d’enrichissants e´changes qui de´passaient le cadre
de ma the`se. Ils m’ont fait partager leur vision du me´tier de chercheur, de la recherche
en France, de l’enseignement. Graˆce a` eux, j’ai de´couvert tout l’inte´reˆt qu’il y a a` courir
en pantalon lorsque les tempe´ratures sont ne´gatives. Au de´tour d’une conversation
litte´raire dans une improbable pizze´ria, perdue dans une morne banlieue de l’ancienne
Berlin-Est, j’ai e´galement rede´couvert un e´crivain europe´en avant l’heure.
Je remercie vivement MM. Dominique Jeulin et Ste´phane Roux pour avoir accepte´
la taˆche de rapporteurs. Leurs commentaires et corrections ont fortement influe´ sur la
pre´paration de ma soutenance. Merci a` eux deux, ainsi qu’a` Laurent Michot et Alain
Molinari (qui a e´galement pre´side´ le jury) pour leur attention lors de ma pre´sentation, et
les questions et conseils qui ont suivi.
Bien qu’une the`se soit un exercice extreˆmement solitaire, elle s’effectue au sein
d’un laboratoire, qui s’est pour moi ave´re´ particulie`rement accueillant. J’ai beaucoup
d’amitie´ pour toutes les personnes que j’ai rencontre´es au laboratoire Navier, et plus
particulie`rement tous les membres de l’e´quipe Microme´canique et Calcul des Structures.
Mes contacts avec le laboratoire de Physique de la Matie`re Condense´e ont e´te´ plus
limite´s, mais je garderai un excellent souvenir de mes conversations avec les anciens
doctorants de Pierre, ou ses voisins de bureau. Happe´ instantane´ment dans un monde
peuple´ de spins au service de la RMN, j’avais l’impression de parler une autre langue !
J’aimerais e´galement adresser mes remerciements a` ma famille (notamment Julien,
pour son irre´prochable gestion de crise le 5 janvier) et mes amis. Je leur promets de
ne plus invoquer syste´matiquement l’excuse « je n’ai pas le temps ». Merci pour votre
patience, et votre pre´sence (dont je suis le premier surpris) lors de ma soutenance.
Pour finir, je n’oublie pas celle qui, malgre´ tout ce que je lui ai fait endurer en trois ans,
a tout de meˆme accepte´ de devenir mon e´pouse. Si j’en doutais encore, cela a confirme´
une nouvelle fois que j’avais mis la main sur une perle rare.
Bussy Saint-Georges, le 30 janvier 2011.
viii
Sommaire
Analyse morphologique et homoge´ne´isation nume´rique Application a` la paˆte
de ciment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iii
Morphological analysis and numerical homogenization Application to cement
paste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v
Remerciements vii
Sommaire ix
Avant-propos xi
Avant-propos xi
1 Introduction 1
1.1 La paˆte de ciment, un mate´riau multi-e´chelles . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Homoge´ne´isation en e´lasticite´ line´aire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.3 Me´thodes de polarisation en e´lasticite´ line´aire – Estimations et bornes a`
deux points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.4 Bornes et estimations d’ordre supe´rieur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
1.5 De´marche adopte´e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2 La me´thode des inclusions polarise´es 37
2.1 Pre´sentation de la me´thode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.2 Deux inclusions – Validation par e´le´ments finis . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.3 N inclusions – Calculs statistiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
2.4 Extensions de la me´thode des inclusions polarise´es . . . . . . . . . . . . 62
3 Me´thodes de polarisation en poroe´lasticite´ 79
3.1 Homoge´ne´isation d’un milieu pre´contraint . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
3.2 Polarisation des milieux e´lastiques pre´contraints . . . . . . . . . . . . . . 88
3.3 Calculs par e´le´ments finis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
3.4 Calculs par la me´thode des inclusions polarise´es . . . . . . . . . . . . . . 99
4 Diffusion des rayons X aux petits angles 105
4.1 Pre´sentation the´orique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
4.2 Diffusion aux petits angles dans les paˆtes de ciment . . . . . . . . . . . . 113
4.3 Calcul du spectre de diffusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
4.4 Diffusion aux petits angles et microstructure des C–S–H . . . . . . . . . . 151
ix
SOMMAIRE
5 Observation directe de paˆtes de ciment par microscopie X 163
5.1 La microscopie X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
5.2 Pre´sentation des expe´riences mene´es a` Bessy II . . . . . . . . . . . . . . . 175
5.3 Calcul du spectre de diffusion a` partir d’images en transmission . . . . . 180
5.4 Alignement des images en transmission . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
5.5 Reconstruction tridimensionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203
5.6 Exploitation quantitative des reconstructions . . . . . . . . . . . . . . . . 223
6 Homoge´ne´isation nume´rique par transforme´e de Fourier rapide 231
6.1 Homoge´ne´isation en e´lasticite´ pe´riodique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233
6.2 Analyse du sche´ma FFT-LS de Moulinec et Suquet . . . . . . . . . . . . . 235
6.3 Une alternative au sche´ma FFT-LS : le sche´ma FFT-HS . . . . . . . . . . . 239
6.4 Applications du nouveau sche´ma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248
Conclusions et perspectives 255
A Comple´ments d’alge`bre tensorielle 261
A.1 Repre´sentation de Voigt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261
A.2 Base de Walpole . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262
B L’ope´rateur de Green d’ordre quatre 265
B.1 Ope´rateur de Green dans un milieu borne´ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265
B.2 Ope´rateur de Green dans un milieu infini . . . . . . . . . . . . . . . . . . 267
C Un sche´ma de Mori-Tanaka a` deux e´chelles 273
C.1 Le sche´ma de Mori-Tanaka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273
C.2 Caracte´ristiques e´lastiques du milieu poreux a` deux e´chelles . . . . . . . 275
C.3 Caracte´ristiques poro-e´lastiques du milieu poreux a` deux e´chelles . . . . 277
D Comple´ments sur la me´thode des inclusions polarise´es 279
D.1 Me´thodes des inclusions polarise´s d’ordre supe´rieur . . . . . . . . . . . . 279
D.2 Tenseurs d’influence en e´lasticite´ bidimensionnelle . . . . . . . . . . . . . 284
D.3 Tenseurs d’influence en e´lasticite´ tridimensionnelle . . . . . . . . . . . . 289
E Comple´ments sur l’homoge´ne´isation des milieux pre´contraints 293
E.1 Proprie´te´s des coefficients de couplage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293
E.2 Bornes de Hashin et Shtrikman dans un milieu pre´contraint . . . . . . . 294
F Comple´ments sur la diffusion aux petits angles 299
F.1 Pour comprendre la diffusion aux petits angles . . . . . . . . . . . . . . . 299
F.2 Moyenne angulaire du spectre de calcul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303
F.3 Facteur de forme d’une particule partiellement incluse dans une feneˆtre
sphe´rique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307
F.4 Quelques inte´grales utiles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309
G Comple´ments sur les me´thodes d’alignement et reconstruction 311
G.1 Alignement par corre´lation d’images . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311
G.2 Me´thodes alge´briques de reconstruction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312
x
Sommaire
Bibliographie 315
Table des matie`res 333
xi

Avant-propos
Selon le World Business Council for Sustainable Development (WBCSD), le be´ton
est, apre`s l’eau, le second mate´riau le plus utilise´ au monde, la consommation mondiale
annuelle s’e´levant a` environ trois tonnes par eˆtre humain. Le ciment est la « colle » du
be´ton, auquel il confe`re sa cohe´sion, ainsi que sa fluidite´ indispensable a` la mise en
œuvre ; a` ce titre, c’est le constituant essentiel de la « pierre artificielle ».
Malheureusement pour l’Humanite´, l’industrie cimentie`re est l’une des plus de´vas-
tatrices pour l’environnement. On estime en effet qu’elle repre´sente a` elle seule 5% des
e´missions anthropiques de dioxyde de carbone. Ainsi, la production de 2 840 000 t de
ciment en 20081 serait responsable de la libe´ration de la meˆme quantite´ de dioxyde de
carbone dans l’atmosphe`re.
Compte-tenu du dynamisme e´conomique de certains grands pays tels que la Chine
ou l’Inde, il est peu probable que le marche´ mondial de la construction ralentisse dans
les anne´es a` venir. Pourtant, la plane`te ne pourrait que be´ne´ficier d’une re´duction de
l’impact e´cologique des constructions en be´ton. A volume annuel de constructions
nouvelles constant (ou croissant), une telle re´duction passe ne´cessairement par celle de la
quantite´ de be´ton utilise´e pour re´aliser une structure donne´e. En d’autres termes, il s’agit,
a` performances e´quivalentes, de diminuer les quantite´s de matie`re. Par performances,
on entend ge´ne´ralement la re´sistance me´canique d’une part, et la durabilite´ d’autre part.
Toutes deux sont naturellement fortement influence´es par le volume et la structure du
re´seau poreux de la paˆte de ciment.
A l’heure actuelle, les be´tons a` ultra-hautes performances sont ge´ne´ralement obtenus
en augmentant, pour un volume de be´ton donne´, la quantite´ de ciment qu’il contient. Le
bilan e´cologique (diminution de la quantite´ totale de be´ton dans une structure donne´e
d’une part, mais augmentation de la teneur en ciment dans ce be´ton d’autre part) est
alors incertain.
Une approche alternative consisterait a` de´velopper des ciments a` hautes perfor-
mances, dans le but de re´duire la teneur en ciment des be´tons ordinaires. On ne pourra
obtenir une telle avance´e technologique qu’en agissant sur la structure du re´seau poreux
des paˆtes de ciments. On comprend donc l’inte´reˆt qu’il y a, avant de concevoir de nou-
veaux ciments, a` bien comprendre le syste`me de pores se de´veloppant dans les paˆtes
issues des ciments actuels.
Ceci n’est pas une taˆche facile, car, comme pour la plupart des ge´omate´riaux, le
re´seau poreux des paˆtes de ciment est complexe, et s’e´tend sur une vaste gamme de
tailles, de quelques dizaines de nanome`tres a` quelques centaines de microme`tres. Du
1Source US Geological Survey (USGS), Mineral Commodity Summaries, January 2010
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point de vue expe´rimental, la caracte´risation du re´seau poreux ne´cessite donc de coupler
plusieurs techniques d’observations.
Or, il apparaıˆt que dans la gamme 10 nm–0.2µm, aucune technique n’est ve´ritable-
ment satisfaisante (au sens ou` aucune ne donne acce`s a` une repre´sentation tridimen-
sionnelle de l’espace poral). La tomographie par microscopie X, dont l’application aux
ge´omate´riaux est encore a` ses de´buts, a le potentiel de combler cette lacune, et ce travail
pre´sente les premie`res expe´riences de nano-tomographie effectue´es sur des paˆtes de
ciment. Les images tridimensionnelles pre´sente´es dans ce me´moire sont perfectibles,
mais elles confirment que cette technique offre des perspectives tout a` fait se´duisantes.
L’obtention d’une description fine de la microstructure, qui est le but vers lequel
tend ce travail, ouvre alors la voie a` la mode´lisation (physique, me´canique) de la paˆte de
ciment, en vue par exemple d’estimer ses proprie´te´s macroscopiques. Deux buts sont
poursuivis dans une telle approche. Tout d’abord, la comparaison de ces estimations avec
des mesures expe´rimentales constitue une validation indirecte de la repre´sentation mor-
phologique adopte´e, donc des expe´riences effectue´es. Ensuite, une fois cette morphologie
valide´e, la simulation permet d’adopter une de´marche de concepteur, dans laquelle les
parame`tres de la microstructure sont ajuste´s de fac¸on a` optimiser les proprie´te´s macrosco-
piques. Ces deux objectifs ne´cessitent de de´velopper des me´thodes d’homoge´ne´isation
suffisamment pre´cises pour permettre de rendre effectivement compte de la microstruc-
ture, tout en restant suffisamment simples pour permettre des ajustements de cette
dernie`re.
Il faut noter de`s maintenant que toutes les proprie´te´s macroscopiques auxquelles on
se propose d’acce´der ne reveˆtent pas la meˆme importance. Ainsi, si la tortuosite´ joue
un roˆle central dans la durabilite´ d’une structure du ge´nie civil, il n’en va pas de meˆme
des proprie´te´s e´lastiques macroscopiques, sur lesquelles ce travail est pourtant centre´.
Aussi bien dans le baˆtiment que dans le ge´nie civil, ce sont ge´ne´ralement les crite`res
de re´sistance (e´tat-limite ultime) qui dimensionnent les structures classiques en be´ton
arme´ ou pre´contraint : sauf exception rare, si une structure en be´ton est suffisamment
re´sistante, elle est aussi suffisamment raide, et les crite`res de fle`che (e´tat-limite de
service) sont automatiquement satisfaits. A l’e´tat-limite ultime, les proprie´te´s me´caniques
macroscopiques n’interviennent que de fac¸on marginale sur la re´partition des efforts.
Du moment que cette re´partition e´quilibre les charges qui sont applique´s a` la structure,
et reste suffisamment proche de celle obtenue dans le domaine e´lastique, la ductilite´
permettra de compenser les erreurs e´ventuellement commises sur la de´termination des
proprie´te´s e´lastiques macroscopiques, a` tel point que les normes re´glementaires de calcul
des structures adoptent des valeurs tout a` fait forfaitaires pour le module d’Young d’un
be´ton
Ecm = 22GPa
(
fcm
10MPa
)0.3
,
ou` fcm de´signe la re´sistance a` la compression a` 28 jours, et Ecm son module d’Young
se´cant (il s’agit ici de la formule adopte´e dans l’Eurocode EN1992-1-1 par le Comite´
Europe´en de Normalisation). Une telle formule, qui ne prend par exemple pas en compte
la granulome´trie des aggre´gats, ne peut eˆtre que tre`s approximative ; elle est pourtant
parfaitement satisfaisante en pratique.
Pourquoi alors concentrer ce travail sur la de´termination de proprie´te´s me´caniques
dont la valeur pre´cise est sans importance pratique ? La re´ponse est simple : le domaine
xiv
line´aire est un passage oblige´ pour acce´der au domaine non-line´aire. La durabilite´ d’une
structure en be´ton exige par exemple de savoir appre´cier son comportement diffe´re´
(fluage) qui est fortement influence´ par la microstructure. Bien entendu, il est illusoire de
chercher a` prendre en compte la microstructure dans un proble`me aussi complexe que la
viscoe´lasticite´, si l’e´lasticite´ n’a pas d’abord e´te´ traite´e de fac¸on satisfaisante. Les calculs
pre´sente´s dans ce me´moire montreront toutefois qu’en e´lasticite´ line´aire, le comporte-
ment macroscopique est peu sensible aux de´tails fins de la microstructure. La situation
est donc tre`s inconfortable, puisqu’il s’agit, sur la base de calculs peu discriminants, de
faire la preuve du bien-fonde´ des me´thodes d’homoge´ne´isation pre´sente´es. Le cadre de
la poroe´lasticite´ e´tant plus favorable de ce point de vue, il sera rapidement adopte´.
Caracte´risation expe´rimentale (par imagerie) de la microstructure d’une part, calcul
the´orique des proprie´te´s homoge´ne´ise´es d’autre part. L’objectif initial de ce travail e´tait
de baˆtir un pont qui franchirait la bre`che se´parant ces deux facettes d’un meˆme proble`me.
La re´alite´ de ce travail est un peu diffe´rente, et si ce me´moire ne pre´sente pas un pont
acheve´, il pose ne´anmoins sur les deux rives des fondations sur lesquelles un tablier
pourra ulte´rieurement s’appuyer.
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Chapitre 1
Introduction
Ce chapitre constitue la feuille de route de ce me´moire. Au paragraphe 1.1, un bilan
succinct des connaissances relatives a` la microstructure des paˆtes de ciment permet
de de´gager une proble´matique. Celle-ci comporte un volet expe´rimental, et un volet
the´orique. Les outils expe´rimentaux retenus se sont impose´s naturellement (puisque la
disponibilite´ meˆme de ces outils est l’une des motivations initiales de ce travail). On se
contente donc de les citer ici, la discussion de leurs forces et faiblesses e´tant reporte´e aux
chapitres correspondants 4 (diffusion des rayons X aux petits angles) et 5 (tomographie
par microscopie X). En ce qui concerne les outils the´oriques, la situation e´tait moins
claire, et les paragraphes 1.2, 1.3 et 1.4 tentent de justifier l’adoption des me´thodes de
polarisation, syste´matiquement employe´es dans ce travail.
1.1 La paˆte de ciment, un mate´riau multi-e´chelles
La paˆte de ciment re´sulte du me´lange d’eau et de ciment anhydre, dans des pro-
portions rappele´es par le rapport « eau-sur-ciment » (typiquement, 0.2 ≤ w/c ≤ 0.6
en masse). Le processus d’hydratation mis en jeu est en fait une succession complexe
de re´actions de dissolution-pre´cipitation, conduisant a` une paˆte qui acquiert apre`s
quelques heures les caracte´ristiques d’un solide he´te´roge`ne, dont il s’agit de comprendre
le comportement macroscopique.
La difficulte´ re´side dans le fait que les e´chelles de longueur mises en jeu dans les paˆtes
de ciment couvrent plusieurs ordres de grandeur, et les plus petites e´chelles jouent un
roˆle tre`s important sur le comportement macroscopique. Ainsi, Tariel (2009) a montre´ que
la conductivite´ des paˆtes de ciments ne pouvait s’expliquer qu’en prenant en compte le
re´seau poreux sub-micronique, ce qui ne´cessitait a` l’e´poque des moyens expe´rimentaux
dont il ne disposait pas.
L’objet de ce paragraphe est de pre´ciser ce qu’on entend, pour les mate´riaux cimen-
taires, par milieu he´te´roge`ne multi-e´chelles. Il s’agit donc de re´pondre aux questions
suivantes : quelles sont les phases en pre´sence ? Quelles sont les e´chelles de longueur
pertinentes pour chacune de ces phases ? Quelle est leur morphologie ? On montre que
la re´ponse a` ces questions est assez bien connue pour la quasi-totalite´ des phases en
pre´sence, sauf pour les silicates de calcium hydrate´s, qui sont pourtant les constituants
les plus importants des paˆtes de ciment hydrate´es.
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1.1.1 Les acteurs de l’hydratation du ciment
Dans ce paragraphe, on dresse un inventaire des composants les plus importants
du ciment anhydre, ainsi que les produits essentiels (en masse) issus des re´actions
d’hydratation de´clenche´es par l’addition d’eau.
Silicates tricalciques Les C3S
1 sont e´galement connus sous le nom d’alite ; ils repre´sen-
tent environ 61% en masse d’un ciment de type CEMI (Brouwers, 2004). Leur hydrata-
tion, ge´ne´ralement rapide (Taylor, 1997, chapitre 1), conduit a` la production de silicates
de calcium hydrate´s (CxSHy) et de portlandite (CH), selon la re´action
C3S+ (3− x + y)H→ CxSHy + (3− x)CH,
ou` les valeurs de x et y ne sont pas pre´cise´es, du fait de la variabilite´ spatiale de la
composition chimique des C–S–H (rappele´e par les « – » dans la notation C–S–H).
Silicates bicalciques L’hydratation des C2S (15% environ en masse, be´lite) est plus
lente que celle des C3S. La re´action correspondante est la suivante
C2S+ (2− x + y)H→ CxSHy + (2− x)CH.
Aluminate tricalcique La re´activite´ des C3A (environ 6% en masse) est tre`s e´leve´e
(Taylor, 1997, chapitre 1) ; on la controˆle ge´ne´ralement par addition de gypse au clinker,
afin d’e´viter une prise pre´mature´e de la paˆte. Suivant la disponibilite´ du gypse, les C3A
interviennent dans diverses re´actions, qui ne sont pas reproduites ici (voir par exemple
Tennis et Jennings, 2000; Mounanga et coll., 2004). Leur hydratation s’accompage de la
formation d’ettringite (AFt) et monosulfoaluminate (AFm).
Ferrite Comme pour les aluminates, l’hydratation du te´tracalcium aluminoferrite
(C4AF) (environ 10% en masse) produit des AFm et des AFt. Leur hydratation est tre`s
rapide en de´but d’hydratation, et les C4AF sont responsables de la re´sistance me´canique
de la paˆte au tre`s jeune aˆge.
Acteurs principaux et figurants C–S–H, CH, AFm et AFt constituent les principaux
produits de l’hydratation du ciment. Pour w/c = 0.38, on admet couramment qu’ils se
re´partissent en masse selon les proportions suivantes (Houst, 1992)
C–S–H ≃ 70%, CH ≃ 20%, AFt+AFm ≃ 7%.
Les silicates de calcium hydrate´s (C–S–H) sont donc majoritaires, et peuvent eˆtre
conside´re´s comme la matrice englobant les autres phases d’une paˆte de ciment (y compris
le re´seau poreux). Ils jouent donc un roˆle essentiel dans les caracte´ristiques me´caniques et
de transport (donc de durabilite´) de ces paˆtes. Du fait de sa fraction massique importante,
la portlandite doit e´galement eˆtre prise en compte.
On admet en revanche que l’influence des autres phases (AFt, AFm, . . . ) est ne´gligeable.
La validite´ d’une telle hypothe`se de´pend bien entendu des proprie´te´s de la paˆte de
1On adopte les notations classiques suivantes : C = CaO, S = SiO2, H = H2O, A = Al2O3.
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ciment que l’on cherche a` de´crire. Ainsi, une description rigoureuse de la cine´tique
d’hydratation ne pourrait faire l’e´conomie des phases minoritaires. L’essentiel de ce
me´moire est consacre´ a` la de´termination des proprie´te´s me´caniques macroscopiques des
paˆtes de ciment : dans ce cas, l’hypothe`se est tout a` fait valable, au moins en premie`re
approche.
En re´sume´, la paˆte de ciment hydrate´e est un milieu he´te´roge`ne comportant un
grand nombre de phases distinctes, parmi lesquelles on isole : le ciment anhydre, les
silicates de calcium hydrate´s, la portlandite, et le re´seau poreux. Il s’agit maintenant
d’en pre´ciser les tailles caracte´ristiques, ainsi e´ventuellement que la microstructure. Une
premie`re approche consiste en une observation directe, sur une coupe bidimensionnelle,
d’e´chantillons de paˆte de ciment.
1.1.2 Observation directe (bidimensionnelle) de paˆtes de ciment
Dans ce paragraphe, la paˆte de ciment est de´crite au moyen de deux techniques de
microscopie e´lectronique : a` balayage et a` transmission. La premie`re donne acce´s a` la
paˆte dans son ensemble, et permet de mieux comprendre la re´partition des phases les
unes par rapport aux autres.
Des re´sultats expe´rimentaux sugge`rent toutefois que la phase C–S–H est elle-meˆme
he´te´roge`ne, a` des e´chelles de longueur inaccessibles a` la microscopie e´lectronique a`
balayage. La microscopie e´lectronique a` transmission est donc ensuite utilise´e pour
tenter de clarifier (au moins qualitativement) la microstructure des C–S–H.
Signalons enfin que les observations pre´sente´es ici ne sont pas de´pourvues d’artefacts
mal quantifie´s. En effet, dans les deux cas, la pre´paration des e´chantillons (de´coupage,
polissage et impre´gnation) se fait en partie sous vide, avec un risque important de
de´grader leur microstructure sous l’effet du retrait violent cause´ par le de´part d’eau.
Dans le microscope, l’e´chantillon est e´galement place´ sous vide, ce qui peut bien entendu
causer le meˆme type d’endommagement. L’ope´rateur est cependant spectateur de cet
endommagement, dont il est mieux a` meˆme d’e´valuer la porte´e.
1.1.2.1 Observation a` basse re´solution : la microscopie e´lectronique a` balayage
Dans le domaine des mate´riaux cimentaires, la microscopie e´lectronique a` balayage
a connu un regain d’inte´reˆt au milieu des anne´es quatre-vingt, avec l’exploitation des
e´lectrons re´tro-diffuse´s, permettant d’atteindre des grandissements tre`s supe´rieurs (jus-
qu’a` 20000×) a` ceux accessibles par de´tection des e´lectrons secondaires. Bien que la
re´solution (entre 100 nm et 1µm) ne permette pas d’acce´der a` la structure fine des
C–S–H, elle donne une assez bonne vue d’ensemble de la morphologie des paˆtes de
ciment hydrate´es. En faisant varier le grossissement sur un meˆme e´chantillon, on peut
de plus visualiser les de´tails de la zone d’inte´reˆt, tout en s’assurant qu’elle est bien
repre´sentative de son environnement, en prenant « du recul » (Scrivener, 2004).
L’observation se fait sur e´chantillon poli, de sorte que les variations de niveau de gris
dans l’image correspondent bien aux variations locales de la composition chimique, et ne
sont pas combine´es a` des effets de topographie (comme lorsqu’on observe une fracture).
De plus, les images sont suffisamment contraste´es pour permettre l’identification des
phases anhydres, des silicates de calcium hydrate´s, et de la portlandite (Diamond, 2004;
Kjellsen et Justnes, 2004; Scrivener, 2004).
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La figure 1.1, reproduite de Scrivener (2004), suffit a` te´moigner de l’inte´reˆt de la
microscopie e´lectronique a` balayage dans l’e´tude des mate´riaux cimentaires. Sur cette
coupe sont en effet bien visibles toutes les phases identifie´es comme principales au
paragraphe 1.1.1. Elle permet d’ores et de´ja` de pre´ciser un certain nombre d’e´chelles
de tailles. Tout d’abord, le diame`tre des grains de ciment partiellement hydrate´s est de
l’ordre du micron a` quelques dizaines de microns. Ensuite, la taille caracte´ristique de la
portlandite est de l’ordre du micron. D’autres observations (diffraction des rayons X, par
exemple) attestent en outre de la nature cristalline de la portlandite, qui se pre´sente sous
la forme de cristaux aplatis, hexagonaux.
Le re´seau poreux et les silicates de calcium hydrate´s sont plus proble´matiques. En
effet, une observation attentive des niveaux de gris dans la phase C–S–H montre que
ceux-ci sont localement variables. De telles fluctuations peuvent eˆtre explique´es par
des fluctuations locales de la composition chimique, ou par l’existence d’une porosite´
d’e´chelle infe´rieure a` la re´solution, e´galement variable localement. Bien entendu, ces
hypothe`ses ne s’excluent pas ; toutes deux indiquent que l’e´chelle de longueur pertinente
pour de´crire le re´seau poreux ainsi que la microsctructure des C–S–H est largement sub-
microme´trique.
Deux faits expe´rimentaux viennent confirmer cette constatation. Tout d’abord, en
diffusion des rayons X aux petits angles (voir chapitre 4), le re´gime de Porod n’est atteint
que pour q ≃ 1.4 nm−1 (Thomas et coll., 1998a). Des effets de microstructure se mani-
festent donc pour des longueurs de corre´lation de l’ordre de π/1.4 ≃ 2.2 nm. Ensuite,
Tariel (2009) a simule´ le transport e´lectrique dans une reconstruction tridimensionnelle
d’une paˆte de ciment observe´e par microtomographie X apre`s un an d’hydratation.
Alors que l’expe´rience (physique) conduit a` une conductivite´ non-nulle de la paˆte, la
simulation nume´rique indique que celle-ci est isolante. The´orie et expe´rience sont donc
en de´saccord parfait ; ce paradoxe tient en fait a` la re´solution finie du microtomographe,
qui n’est pas capable de de´tecter des pores de taille submicrome´trique. La simulation
de Tariel est effectue´e sur les seuls pores dont la taille est supe´rieure a` (environ) un
micron, et l’incohe´rence avec l’expe´rience s’explique par le fait qu’une part tre`s signi-
ficative du transport e´lectrique a lieu dans le re´seau de pores omis par Tariel. En fait,
comme le montre Han (2009) pour des calcaires de Lavoux, c’est le passage (transitoire,
mais re´pe´te´) dans le re´seau submicrome´trique qui permet le transport entre deux pores
microme´triques.
Afin d’obtenir une description aussi fide`le que possible du comportement macro-
scopique des paˆtes de ciments, il est donc ne´cessaire de caracte´riser la microstructure
du C–S–H a` des re´solutions voisines de 10 nm environ. La microscopie e´lectronique a`
transmission offre la re´solution de´sire´e ; cependant, l’observation des C–S–H n’est pas
sans poser des proble`mes.
1.1.2.2 Observation a` haute re´solution : la microscopie e´lectronique a` transmission
Afin d’assurer une transmission suffisante du faisceau e´lectronique, les e´chantillons
doivent avoir une e´paisseur tre`s faible (de l’ordre d’une centaine de nanome`tres). Du
fait de l’he´te´roge´ne´ite´ des paˆtes de ciment, ils deviennent alors tre`s fragiles. C’est la
raison pour laquelle, jusqu’au de´but des anne´es quatre-vingt dix, seuls des hydrates
synthe´tiques ou des paˆtes de ciment pre´alablement re´duites en poudre et disperse´es
4
1.1. La paˆte de ciment, un mate´riau multi-e´chelles
FIG. 1.1: Observation par microscopie e´lectronique a` balayage (e´lectrons re´trodiffuse´s) d’une
paˆte de ciment de 200 jours (w/c = 0.4). Les phases principales liste´es au paragraphe 1.1.1
sont bien visibles (pour la distinction entre C–S–H basse et haute densite´s, voir paragraphe
1.1.2.2). Figure reproduite de Scrivener (2004).
ont pu eˆtre observe´s par microscopie e´lectronique a` transmission. Graˆce a` la mise au
point d’un protocole adapte´ pour la pre´paration des e´chantillons, Richardson et Groves
(1993) ont pu passer outre cette restriction, et observer des paˆtes de ciment hydrate´es.
L’application de cette technique aux mate´riaux cimentaires s’est depuis ge´ne´ralise´e
(Viehland et coll., 1996; Richardson, 1999, 2000, 2004; Gallucci et coll., 2010), meˆme si des
interrogations subsistent quant aux artefacts introduits par la me´thode d’observation
elle-meˆme (se´jour prolonge´ dans le vide, destruction ou endommagement par le faisceau
d’e´lectrons).
L’observation par microscopie e´lectronique a` transmission a malgre´ tout contribue´
de fac¸on significative a` la connaissance du C–S–H dans les paˆtes de ciment hydrate´es.
Elle a tout d’abord conduit a` distinguer deux familles de C–S–H suivant leur localisation
dans la paˆte (voir figure 1.1). Le C–S–H « interne » (inner product) se forme a` l’inte´rieur
de la frontie`re initiale du grain de ciment anhydre, tandis que le C–S–H « externe » (outer
product) se forme dans l’espace poral, initialement sature´ en eau. Il va sans dire qu’une
telle de´finition ne permet pas de placer avec pre´cision la frontie`re entre C–S–H externe
et interne (voir figure 1.2). La distinction de ces deux familles de C–S–H a toutefois un
sens, car les microstructures correspondantes semblent assez diffe´rentes (Richardson,
2004).
LeC–S–H externe, d’une part, a une structure qualifie´e de «fibreuse » par Richardson
(voir figure 1.2, a et c). Du fait des effets de projection (observation bidimensionnelle
d’une structure tridimensionnelle), il faut interpre´ter avec prudence les observations
(certains auteurs font re´fe´rence a` une structure en « feuillets ») ; le caracte`re anisotrope
du C–S–H externe est ne´anmoins inde´niable. On constate par ailleurs que les structures
forme´es par ce C–S–H sont d’autant plus e´lance´es que l’espace disponible est grand (rap-
port eau-sur-ciment e´leve´), l’espace libre entre « fibres » constituant les pores capillaires.
Un agrandissement sur l’une des fibres (voir figure 1.2, c) montre que celles-ci ont une
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FIG. 1.2: Observation par microscopie e´lectronique a` transmission d’une paˆte de C3S hy-
drate´e pendant 8 ans a` tempe´rature ambiente (w/c = 0.4). Les fle`ches (a) indiquent la
position approximative de la frontie`re entre C–S–H externe (dans le coin infe´rieur droit)
et interne (coin supe´rieur gauche). Un agrandissement du C–S–H interne (b) te´moigne
de l’absence de direction privile´gie´e, des fluctuations se produisant sur des distances de
quelques nanome`tres. La structure du C–S–H externe (c) est en revanche fortement aniso-
trope. Ces constatations resteraient les meˆmes sur des paˆtes de ciment. Figure reproduite de
Richardson (2004).
structure interne, elle-meˆme anisotrope ; la dimension transversale caracte´ristique des
fluctuations (de niveau de gris de l’image) est de l’ordre de quelques nanome`tres.
Le C–S–H interne, d’autre part, a une structure beaucoup plus isotrope, pre´sentant
des fluctuations sur des distances de l’ordre de quelques nanome`tres (voir figure 1.2, a
et b). Richardson (2004) identifie les zones claires de la figure 1.2 (b) aux pores du gel :
ces pores ont alors une taille voisine de quelques nanome`tres.
L’existence de deux familles de C–S–H permet d’expliquer d’autres re´sultats expe´ri-
mentaux (Thomas et coll., 1998a; Jennings, 2000; Tennis et Jennings, 2000) qui auraient
sans quoi e´te´ troublants. Tout d’abord, la mesure de la surface spe´cifique des paˆtes
de ciment conduit a` des valeurs qui diffe`rent de fac¸on tre`s significative suivant que la
sonde utilise´e est la mole´cule d’eau ou celle d’azote. Il est possible de re´concilier ces
re´sultats en apparence contradictoires si l’on postule l’existence de deux types de C–S–H,
basse et haute densite´ (Tennis et Jennings, 2000). En admettant que les pores sont plus
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e´troits dans ce dernier, on conc¸oit que seules les mole´cules d’eau (plus petites) puissent
y acce´der, la surface spe´cifique obtenue e´tant plus grande.
Ensuite, la courbe d’e´volution de cette surface spe´cifique (mesure´e par diffusion
de neutrons aux petits angles) en fonction du degre´ d’hydratation semble e´galement
aller dans ce sens. En effet, en de´but d’hydratation, la surface spe´cifique est quasi-
proportionnelle au degre´ d’avancement (voir la figure 4.4 du chapitre 4). Apre`s quelques
heures, l’hydratation n’est toujours pas termine´e, mais la surface spe´cifique ne croıˆt
presque plus. Cela signifie donc que les hydrates produits en de´but de re´action ont
une surface spe´cifique plus e´leve´e que ceux produits en fin d’hydratation. Or, tout au
long de la re´action, le produit d’hydratation majoritaire est le C–S–H. Thomas et coll.
(1998a) en de´duisent donc l’existence de deux types deC–S–H. Reprenant la terminologie
pre´ce´dente, ils proposent de conside´rer que les C–S–H basse densite´ sont produits en
premier lors de l’hydratation, et que leur surface spe´cifique est tre`s e´leve´e. A l’inverse,
les C–S–H haute densite´ ont une porosite´ et une surface spe´cifiques plus faibles.
L’existence de deux types deC–S–H est aujourd’hui couramment admise. On identifie
de plus C–S–H interne et C–S–H haute densite´ d’une part, C–S–H externe et C–S–H
basse densite´ d’autre part (Scrivener, 2004). Dans la suite, c’est la terminologie basse
densite´/haute densite´ qui sera retenue.
Si C–S–H basse et haute densite´s diffe`rent de fac¸on significative par leur structure, il
n’en va pas de meˆme de leur composition chimique. Ainsi, une analyse chimique locale
par microsonde e´lectronique ne permet pas a` Richardson et Groves (1993) de distinguer
une composition moyenne du C–S–H basse densite´ d’une composition moyenne du
C–S–H haute densite´. En revanche, cette analyse met en e´vidence la grande variabilite´
de la composition chimique du C–S–H, tous types confondus : le rapport C/S varie de
1.2 a` 2.1, pour une moyenne s’e´tablissant a` 1.7. Les auteurs constatent meˆme que la
distribution de ce ratio est bimodale en de´but d’hydratation, mais devient monomodale
au bout d’un an environ.
La dispersion de ce ratio est confirme´e d’une part par les analyses par spectroscopie
en e´nergie dispersive de Viehland et coll. (1996), qui rapportent une dispersion encore
plus e´leve´e, et d’autre part par les fluctuations de gris observe´es dans les zones occupe´es
par le C–S–H sur les images de microscopie e´lectronique a` balayage (Diamond, 2004;
Kjellsen et Justnes, 2004; Scrivener, 2004).
En re´sume´, l’observation directe de paˆtes de ciment hydrate´es met en e´vidence le
caracte`re multi-e´chelles de ce mate´riaux. En effet, si l’e´chelle caracte´ristique de longueur
de la portlandite est voisine du micron, une observation de´taille´e du C–S–H montre
que la microstructure de cette phase fluctue sur des distances de l’ordre de 5 nm. Le
C–S–H joue pour la portlandite, le ciment anhydre et les pores capillaires le roˆle d’une
matrice poreuse he´te´roge`ne pouvant (compte-tenu de la se´paration des e´chelles) eˆtre
homoge´ne´ise´e. Cette phase d’homoge´ne´isation est critique, et il est donc ne´cessaire de
pre´ciser la microstructure du C–S–H. Deux types de C–S–H peuvent en fait eˆtre iden-
tifie´es visuellement. Si la microstructure des C–S–H haute densite´ paraıˆt eˆtre isotrope, il
n’en va pas de meˆme des C–S–H basse densite´, localement oriente´s. Ces observations
qualitatives doivent toutefois eˆtre ve´rifie´es quantitativement, avant de pouvoir proce´der
a` l’homoge´ne´isation de la matrice de C–S–H.
Outre les deux familles de C–S–H, les observations pre´sente´es dans ce paragraphe
ont fait apparaıˆtre deux re´seaux de pores : les pores capillaires et les pores du gel de
C–S–H. Le mode`le de Powers et Brownyard, qui fait l’objet du paragraphe suivant,
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permet de pre´ciser cette terminologie, et de fixer quelques ordres de grandeur.
1.1.3 Le mode`le de Powers et Brownyard
Il n’est pas possible de discuter la structure des paˆtes de ciment sans e´voquer le
mode`le de Powers et Brownyard (1946), qui, malgre´ sa simplicite´ et son anciennete´, reste
tre`s populaire de nos jours. Il est brie`vement pre´sente´ dans Taylor (1997, chapitre 8), et
discute´ en profondeur dans l’excellent article de Brouwers (2004), ou` certaines valeurs
nume´riques sont de plus actualise´es.
Dans leur description des paˆtes de ciment hydrate´es, Powers et Brownyard ne
distinguent que trois phases : le ciment anhydre, les produits d’hydratation (incluant
les pores « du gel ») et les pores capillaires. Chacune de ces trois phases est de´finie plus
pre´cise´ment ci-dessous.
Le ciment anhydre est la part de ciment qui n’a pas re´agit, notamment lorsque le
rapport eau-sur-ciment est trop faible (l’eau fait alors de´faut dans les diverses re´actions
d’hydratation). Pour un ciment de type CEM I (hors du cadre de l’e´tude de Powers
et Brownyard), Brouwers (2004) e´tablit la valeur minimale w/c = 0.39 au-dela` de
laquelle l’eau est surabondante. Cela ne signifie pas que pour w/c > 0.39, tout le ciment
anhydre aura effectivement e´te´ consomme´ : des blocages ge´ome´triques peuvent en effet
apparaıˆtre, empeˆchant l’hydratation comple`te d’un grain donne´ de ciment.
Les produits d’hydratation regroupent, outre les silicates de calcium hydrate´s, toutes
les phases minoritaires issues de l’une des re´actions mises en jeu lors de l’hydratation du
ciment (portlandite, AFt, AFm,. . . ). Ils incluent e´galement l’eau du gel (contenue dans
les pores du meˆme nom, voir ci-apre`s) et l’eau chimiquement lie´e (ou non-e´vaporable),
qui n’est libe´re´e qu’apre`s se´chage complet (par combustion) ; elle correspond a` peu
pre`s a` l’eau contenue dans la paˆte initialement sature´e, et e´quilibre´e a` une humidite´
relative de 11% (mais cette de´finition est conventionnelle, et varie selon les auteurs).
En pratique, l’eau lie´e correspond a` l’eau remplissant l’espace interfeuillets des C–S–H
et AFm, l’eau structurale de l’ettringite, ainsi que l’eau adsorbe´e. Regrouper tous les
produits d’hydratation sous le meˆme vocable peut sembler par trop simpliste ; une telle
repre´sentation n’est toutefois pas contradictoire avec une description dans laquelle tous
les produits d’hydratation minoritaires sont inclus dans une matrice de C–S–H.
Finalement, les pores capillaires sont de´finis expe´rimentalement par adsorption
d’eau dans une paˆte de ciment se´che´e par D-drying (e´quilibrage avec de la vapeur
d’eau a` la pression de 0.5µm de mercure). Les expe´riences de Powers et Brownyard
montrent que pour des humidite´s relatives infe´rieures a` 45% environ, la quantite´ d’eau
adsorbe´e est proportionnelle a` la quantite´ de ciment consomme´e, donc a` la quantite´ de
produits d’hydratation forme´s. Autrement dit, l’eau se condense dans un re´seau poreux
intrinse`que aux produits d’hydratation : on parle de pores «du gel ». Pour des humidite´s
relatives supe´rieures a` 45%, la condensation a lieu dans un re´seau de pores plus grands :
ce sont, par de´finition, les pores capillaires, dont la taille minimale est estime´e a` quelques
nanome`tres.
Les pores du gel sont donc tre`s petits devant les cristaux de portlandite, et on
peut conside´rer (Sanahuja et coll., 2007; Sanahuja, 2008) que les plus gros hydrates sont
plonge´s dans une matrice poreuse (C–S–H+ pores du gel). Ainsi, une borne infe´rieure a`
la porosite´ de la matrice de C–S–H est donne´e par la porosite´ du gelϕg. Cette dernie`re est
de´termine´e expe´rimentalement par Powers et Brownyard, qui ont tout d’abord constate´
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expe´rimentalement que le rapport wn/c de la masse wn d’eau non-e´vaporable a` la masse
consomme´e c de ciment e´tait constante dans le temps (inde´pendante de l’avancement
global de la re´action), et ont alors propose´ une formule empirique reliant ce rapport a` la
composition du ciment. Appliquant cette formule a` un ciment de type CEM I Brouwers
(2004) trouve ainsi wn/c ≃ 0.199. Les meˆmes conclusions s’appliquent au rapport wg/c
portant sur la masse d’eau du gel ; pour un ciment de type CEM I (Brouwers, 2004),
wg/c ≃ 0.194. On peut alors estimer, a` partir des valeurs empiriques pre´ce´dentes, la
porosite´ du gel
ϕg =
wgvg
cvc + wnvn + wgvg
,
ou` vc (resp. vn, vg) de´signe le volume spe´cifique du ciment anhydre (resp. de l’eau lie´e,
de l’eau du gel). Brouwers (2004) recommande les valeurs
vc = 0.32 cm
3 · g−1, vn = 0.72 cm3 · g−1, vg = 0.90 cm3 · g−1,
(que l’eau soit ou` non « comprime´e » fait l’objet de de´bats qui de´passent la porte´e de ce
paragraphe). Tous calculs faits, on obtient finalement, pour du ciment de type CEM I
ϕg = 0.274,
et on retiendra l’ordre de grandeurϕg ≃ 30%. La porosite´ du gel de C–S–H est donc
supe´rieure a` 30%.
1.1.4 Mode´lisation du C–S–H
Dans ce paragraphe sont brie`vement pre´sente´s quelques mode`les tentant de rendre
compte de la structure du C–S–H. Il faut noter que les mode`les mole´culaires de´crits en
1.1.4.1 ne sont pas concurrents de ceux de´crits en 1.1.4.2 et 1.1.4.3, puisqu’ils ne se placent
pas aux meˆmes e´chelles de longueur.
1.1.4.1 Nanostructure
Il a e´te´ montre´ pre´ce´demment qu’aux e´chelles sub-microme´triques, la description
de la structure des paˆtes de ciment devient tre`s spe´culative. Contrairement a` ce qu’on
pourrait croire, la spe´culation s’arreˆte pourtant a` peu pre`s au nanome`tre : en-dec¸a`, des
mode`les fiables existent pour la structure mole´culaire des C–S–H (Richardson et Groves,
1992; Richardson, 2004; Pellenq et coll., 2009).
Ainsi, bien qu’amorphe, il est couramment admis que le C–S–H des paˆtes de ciment
pre´sente de nombreuses similitudes avec la tobermorite 1.4 nm, et la jennite. Aucune
de ces deux espe`ces ne pouvant rendre compte du rapport C/S e´leve´ observe´ dans le
C–S–H, Richardson et Groves (1992); Richardson (2004, 2008) ont propose´ un mode`le de
structure mole´culaire base´ sur un me´lange de tobermorite et jennite : c’est le mode`le dit
« T/J ». Un mode`le concurrent est le mode`le « T/CH », dans lequel la tobermorite et la
portlandite forment une « solution solide ».
Une discussion approfondie de ces mode`les de´passe tre`s largement le cadre de
ce travail. Remarquons qu’ils ont re´cemment e´te´ remis en cause par Pellenq et coll.
(2009), qui proposent une de´termination de la structure mole´culaire du C–S–H e´tablie
directement par simulation de Monte-Carlo.
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Malgre´ tout, et du point de vue du ne´ophyte, il semble que les grandes lignes
de la nanostructure du C–S–H sont e´lucide´es (meˆme si les de´tails font encore l’objet
d’aˆpres discussions). Ainsi, si le degre´ de similitude entre C–S–H et tobermorite n’est pas
de´termine´ de fac¸on de´finitive, personne ne semble contester qu’a` l’e´chelle mole´culaire, le
C–S–H a une structure en feuillets, la distance inter-feuillets e´tant probablement voisine
de 1.4 nm (valeur correspondant a` la tobermorite). Il est bon, en abordant les paragraphes
1.1.4.2 et 1.1.4.3, de conserver a` l’esprit cet ordre de grandeur.
1.1.4.2 Le mode`le globulaire
Le mode`le qualifie´ dans ce travail de « globulaire » repose sur l’hypothe`se suivante :
le C–S–H du ciment consiste en un empilement (plus ou moins compact, suivant qu’il
s’agit de C–S–H basse ou haute densite´) d’objets e´le´mentaires sphe´riques, de diame`tre
5 nm.
Ce mode`le tire ses origines dans les expe´riences de diffusion des neutrons aux petits
angles de Allen et coll. (1987) (voir a` ce sujet dans le pre´sent me´moire la discussion du
chapitre 4, paragraphe 4.2). Il a ensuite e´te´ e´tendu par Jennings (2000, 2008), qui tente
d’expliquer, au moins qualitativement, des phe´nome`nes complexes tels que retrait et
fluage. La` encore, il n’est pas ne´cessaire d’e´voquer toutes les subtilite´s de ce mode`le, et
les quelques mots qui pre´ce`dent suffisent a` le situer dans le pre´sent travail.
En effet, ses aspects purement ge´ome´triques (en lien avec la diffusion des rayons
X aux petits angles, voir chapitre 4 pour une discussion approfondie) soule`vent des
difficulte´s telles que sa validite´ est remise en question, sans qu’il soit ne´cessaire de
conside´rer les aspects me´caniques. D’une part, la porosite´ faible du C–S–H (de l’ordre
de 30%) est difficilement compatible avec le mode`le globulaire, puisqu’on rappelle
qu’un empilement ale´atoire de sphe`re a une compacite´ maximale de l’ordre de 64%.
D’autre part, meˆme si la porosite´ e´tait compatible avec la limite the´orique pre´ce´dente,
on devrait observer sur le spectre de diffusion aux petits angles des paˆtes de ciment un
pic correspondant dans l’espace de Fourier au diame`tre (2a = 5 nm) des globules ; ce pic
n’a jamais e´te´ observe´ expe´rimentalement.
Le mode`le globulaire rencontre une bon accueil dans la communaute´ scientifique.
Ainsi, Richardson (2004) voit dans les fluctuations de niveau de gris de l’image de la
figure 1.2 (b) la signature de ces globules.
Au chapitre 4 de ce me´moire, on montrera que l’hypothe`se globulaire semble difficile-
ment re´conciliable avec les spectres de diffusion aux petits angles observe´s expe´rimentale-
ment dans les paˆtes de ciment. Au chapitre 5, on proposera de renoncer a` la notion d’objet
e´le´mentaire (globule), pour conside´rer le C–S–H comme une phase continue, pre´sentant
des variations locales de densite´ e´lectronique. L’image de la figure 1.2 (b) est en ac-
cord avec cette nouvelle hypothe`se, comme le sont les analyses chimiques locales de
Richardson et Groves (1993) et Viehland et coll. (1996).
1.1.4.3 Le mode`le de Dijon
Ce mode`le est propose´ par Garrault-Gauffinet (1998). Il a vocation a` rendre compte
de la cine´tique d’hydratation. Les aspects morphologiques sont base´s essentiellement
sur des observations par microscopie a` force atomique (AFM).
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Dans ce mode`le, le C–S–H est de´crit comme une assemble´e d’objets e´le´mentaires
paralle´le´pipe´diques, de dimensions 60× 30× 5 nm3, se de´posant a` la surface des grains
de ciment en cours d’hydratation.
Cemode`le n’est cite´ ici que pour me´moire, car il est vivement critique´. On sait en effet
aujourd’hui que la pointe de l’AFM interagit fortement avec le mate´riau sonde´ ; ainsi, les
« briques » observe´es pourraient n’eˆtre qu’un artefact re´sultant de ces interactions.
En tout e´tat de cause, on montrera au chapitre 4 que, du point de vue de la diffusion
aux petits angles, ce mode`le pose les meˆmes proble`mes que le pre´ce´dent.
1.1.4.4 Un commentaire concernant les e´chelles de longueur relatives a` ces mode`les
Des trois mode`les cite´s ci-dessus, seul le mode`le mole´culaire semble convaincant.
Dans ce dernier, la distance 1.4 nm (espace inter-feuillets) est importante. Les mode`les
globulaire et de Dijon partagent quant a` eux la longueur caracte´ristique 5 nm (diame`tre
des globules et e´paisseur des briques). On constate que les e´chelles de longueur mises
en jeu au niveau mole´culaire sont tre`s voisines de celles invoque´es dans les mode`les
granulaires. On est donc en droit de s’interroger sur la pertinence de la notion de grain
(globule ou brique) pour les C–S–H. Que contient (en termes d’atomes) chaque grain ?
Comment de´finir sa frontie`re ?
***
Il ressort de ce qui pre´ce`de que la connaissance des paˆtes de ciment souffre d’un
manque de repre´sentation fiable de leur morphologie dans la feneˆtre 10 nm–1µm. Cela
tient essentiellement a` l’absence de technique d’observation ve´ritablement adapte´e a` ces
e´chelles. Les techniques disponibles a` ce jour sont en effet pour la plupart accompagne´es
d’artefacts difficiles a` quantifier (interaction avec le faisceau ou la sonde, endommage-
ment de l’e´chantillon pendant sa pre´paration ou son se´jour sous vide, . . . ).
La diffusion des rayons X aux petits angles, brie`vement e´voque´e dans ce chapitre
(et traite´e en de´tail au chapitre 4) ne pre´sente pas ces inconve´nients, mais elle ne donne
acce´s, dans l’espace de Fourier, qu’a` l’amplitude (la phase manque). L’information
microstructurale qu’elle fournit est donc incomple`te, et on le verra, insuffisante.
La tomographie par microscopie X (voir chapitre 5) semble constituer une alternative
particulie`rement se´duisante aux techniques pre´ce´dentes. Bien qu’elle souffre encore de
sa relative nouveaute´, elle semble tout a` fait capable, dans un futur proche, de combler
la bre`che laisse´e be´ante par les techniques d’investigation pre´sente´es pre´ce´demment.
Aussi imparfaite que soit la repre´sentation actuelle de la morphologie du C–S–H
elle re´ve`le une remarquable complexite´. Par exemple, quelles sont les implications, en
termes de microstructure, du spectre de diffusion alge´brique syste´matiquement observe´
avec ces mate´riaux ?
Compte-tenu de cette complexite´, il faut s’attendre a` ce que les proprie´te´s macro-
scopiques du C–S–H soient e´galement non triviales, il sera donc ne´cessaire pour les
estimer de de´passer les sche´mas d’homoge´ne´isation classiques. Plusieurs pistes sont
possibles ; elles sont pre´sente´es (apre`s un bref rappel concernant l’homoge´ne´isation en
e´lasticite´ line´aire) dans les paragraphes qui suivent. Une place particulie`re est accorde´e
aux techniques de polarisation, omnipre´sentes dans ce me´moire, dont les avantages sont
pre´sente´s.
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1.2 Homoge´ne´isation en e´lasticite´ line´aire
1.2.1 Notations
Les notations pre´sente´es dans ce paragraphe seront conserve´es tout au long de ce
me´moire. On conside`re un milieu he´te´roge`ne occupant le domaine Ω de l’espace (en
e´lasticite´ tridimensionnelle) ou du plan (en de´formations planes). Il est constitue´ de
P phases homoge`nes, de caracte´ristiques e´lastiques Cα, occupant les re´gions Ωα ⊂ Ω
(α = 1, . . . , P). La raideur locale C (x) s’e´crit alors
C (x) =
P
∑
α=1
χα (x)Cα , (1.1)
ou` χα de´signe la fonction indicatrice du domaine Ωα. On introduit finalement la fraction
volumique fα = |Ωα| / |Ω| occupe´e par la phaseα = 1, . . . , P.
Lorsque la morphologie du milieu he´te´roge`ne est de type «matrice et inclusions »,
on comptera se´pare´ment la matrice (indice infe´rieur m). Les indicesα = 1, . . . ,N feront
alors re´fe´rence aux N inclusions contenues dans Ω, tandis que l’indice nume´rique
N + 1 fera re´fe´rence (s’il y a lieu) a` la matrice (on a donc au plus N + 1 phases dans
Ω, P ≤ N + 1). Ainsi, on notera indiffe´remment Cm ou CN+1 le tenseur d’e´lasticite´ de
la matrice. Dans ce cas, il sera e´galement commode de faire intervenir explicitement
le centre xα de l’inclusion α = 1, . . . ,N, dont la fonction indicatrice sera alors note´e
x 7→ χα (x− xα) (et non x 7→ χα (x)).
1.2.2 Le proble`me de microme´canique
On conside`re un milieu he´te´roge`ne Ω, line´airement e´lastique, de raideur locale C (x)
(x ∈ Ω), que l’on peut conside´rer comme un volume e´le´mentaire repre´sentatif2. On
souhaite de´terminer ses proprie´te´s e´lastiques macroscopiques (homoge´ne´ise´es) Chom. A
cet effet, on doit re´soudre le proble`me de microme´canique suivant (Dormieux et coll.,
2006)
div [σ (x)] = 0 (x ∈ Ω), (1.2a)
σ (x) = C (x) : ε (x) (x ∈ Ω), (1.2b)
u (x) = E · x (x ∈ ∂Ω), (1.2c)
2εi j (x) = ∂iu j (x) + ∂ jui (x) (x ∈ Ω), (1.2d)
ou` u (x) de´signe le champ de de´placement, ε (x) les de´formations locales associe´es, et
σ (x) le champ de contraintes. L’e´quation (1.2a) traduit l’e´quilibre du domaine Ω, en
l’absence de forces de volume3 tandis que (1.2b) exprime la loi de comportement locale.
Finalement, (1.2c) correspond aux conditions aux limites dites homoge`nes en de´placements,
E de´signant la de´formation macroscopique du milieu he´te´roge`ne (c’est une donne´e du
proble`me)4.
2Cette notion sera aborde´e d’un point de vue quantitatif au paragraphe 2.3 du chapitre 2.
3Celles-ci n’ont en effet pas lieu d’eˆtre prises en compte a` l’e´chelle microscopique (Dormieux et coll.,
2006).
4Les conditions aux limites uniformes en contraintes (Dormieux et coll., 2006), ne seront pas utilise´es dans
ce travail.
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Une fois re´solu le proble`me de microme´canique (1.2a) – (1.2d), on peut calculer le
tenseur de contraintes macroscopique Σ = σ , les grandeurs surligne´es de´signant des
moyennes volumiques calcule´es sur la totalite´ du domaine Ω
B = 1|Ω|
∫
x∈Ω
B (x) d3 x.
La raideur macroscopique (homoge´ne´ise´e) Chom du domaine Ω est alors obtenue
par identification de la loi de comportement macroscopique
Σ = σ = C : ε = Chom : E. (1.3)
Notons qu’en toute rigueur, le tenseur Chom ainsi obtenu de´pend de la re´alisation
Ω du milieu he´te´roge`ne e´tudie´. La raideur macroscopique doit donc normalement
s’entendre au sens d’une moyenne statistique sur l’ensemble des re´alisations Ω
〈Σ〉 = 〈Chom〉 : E,
ou` 〈·〉 de´signera dans toute la suite de ce travail la moyenne d’ensemble.
1.2.3 Sche´mas classiques d’homoge´ne´isation
La solution fondamentale du proble`me de l’inclusion unique plonge´e dans un milieu
infini, propose´e pour l’e´lasticite´ line´aire par Eshelby (1957) est a` la base de tous les
sche´mas d’homoge´ne´isation qualifie´s de classiques dans ce me´moire : sche´ma de Mori et
Tanaka (1973) (voir e´galement Benveniste, 1987), sche´ma auto-cohe´rent (voir par exemple
Kro¨ner, 1977), ou encore auto-cohe´rent ge´ne´ralise´ (Christensen et Lo, 1979; Christensen,
1998).
Dans tous ces sche´mas (Dormieux et coll., 2006), les de´formations moyennes dans la
phaseα sont estime´es en plongeant une inhomoge´ne´ite´ ellipsoı¨dale de caracte´ristiques
e´lastiques Cα dans un milieu infini auxiliaire, de caracte´ristiques C0, et soumis a` une
de´formation impose´e a` l’infini E0, soit (Eshelby, 1957)
εα = [I+ Pα : (Cα − C0)]−1 : E0,
ou` εα de´signe l’estimation des de´formations moyennes dans la phaseα, et Pα le tenseur
de Hill de l’ellipsoı¨de associe´ a` cette phase (pour le milieu de re´fe´rence C0).
La moyenne volumique des estimations des de´formations doit coı¨ncider avec la
de´formation macroscopique impose´e E, qui est une donne´e du proble`me. En d’autres
termes, on doit avoir ∑α fαεα = E, d’ou` l’on de´duit l’expression de la de´formation
auxiliaire E0
E0 =
{
P
∑
β=1
fβ [I+ Pβ : (Cα − C0)]−1
}−1
: E.
La contrainte macroscopique est e´tablie en e´crivant que la moyenne volumique des
contraintes dans la phaseα estσα = Cα : εα
Σ =
P
∑
α=1
fαCα : [I+ Pα : (Cα − C0)]−1 :
{
P
∑
β=1
fβ [I+ Pβ : (Cα − C0)]−1
}−1
: E,
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d’ou` l’on de´duit que
Chom =
P
∑
α=1
fαCα : [I+ Pα : (Cα − C0)]−1 :
{
P
∑
β=1
fβ [I+ Pβ : (Cα − C0)]−1
}−1
, (1.4)
ou` le milieu de re´fe´rence reste a` pre´ciser. On distingue pour cela deux cas
– cas d’un composite a` matrice : on choisit alors C0 = Cm (milieu de re´fe´rence
confondu avec la matrice), et l’expression (1.4) conduit a` l’estimation de Mori et
Tanaka (1973) des proprie´te´s homoge´ne´ise´es
Cmt =
{
fmCm +
P
∑
α=1
fαCα : [I+ Pα : (Cα − Cm)]−1
}
:
{
fmI+
P
∑
β=1
fβ [I+ Pβ : (Cα − Cm)]−1
}−1
. (1.5)
– cas d’un polycrystal : on adopte une approche auto-cohe´rente en admettant que
chaque inhomoge´ne´ite´ est plonge´e dans un milieu de re´fe´rence confondu avec le
milieu homoge´ne´ise´ cherche´. Il faut alors re´soudre l’e´quation implicite suivante,
de´duite de (1.4)
Csc =
P
∑
α=1
fαCα : [I+ Pα (C
sc) : (Cα − Csc)]−1
:
{
P
∑
β=1
fβ [I+ Pβ (C
sc) : (Cα − Csc)]−1
}−1
, (1.6)
ou` il a e´te´ rappele´ que le tenseur de Hill de´pend explicitement des proprie´te´s
e´lastiques du milieu homoge´ne´ise´.
On le voit, la distinction entre les sche´mas auto-cohe´rent et celui de Mori et Tanaka
est base´e sur une classification purement qualitative des milieux he´te´roge`nes ale´atoires.
Outre les fractions volumiques et les caracte´ristiques me´caniques de chaque phase, les
seuls parame`tres nume´riques de ces sche´mas sont les e´lancements et orientations des
inhomoge´ne´ite´s ellipsoı¨dales de´finissant chacune des phases.
En de´pit de leur apparente rusticite´, les sche´mas (1.5) et (1.6) sont tre`s couram-
ment utilise´s en sciences des mate´riaux. Cela tient tout d’abord au fait qu’ils sont
capables de rendre compte quantitativement du comportement de certains mate´riaux
he´te´roge`nes. Ainsi, Sanahuja (2008, chapitre 4) propose un sche´ma auto-cohe´rent permet-
tant de pre´dire les proprie´te´s e´lastiques homoge´ne´ise´s d’un plaˆtre ayant fait sa prise. Ces
sche´mas peuvent de plus eˆtre e´tendus assez simplement au domaine non-line´aire (Su-
quet, 1997). Enfin, leur caracte`re analytique permet de facilement comprendre l’influence
respective des divers parame`tres sur lesquels ils reposent.
1.2.4 Limite des approches classiques
Malgre´ d’inde´niables atouts, les mode`les de´crits ci-dessus restent limite´s. Ils ne
peuvent par exemple pas rendre compte de la distribution de taille des inclusions dans
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un composite a` matrice : ainsi les estimations de Mori et Tanaka de deux mate´riaux
he´te´roge`nes pre´sentant la meˆme composition (les meˆmes fractions volumiques), avec
toutefois des distributions de taille diffe´rentes, coı¨ncident. Il faut noter de`s maintenant
que, les e´quations de l’e´lasticite´ ne de´finissant aucune e´chelle caracte´ristique de lon-
gueur, la taille absolue des inclusions n’a pas d’influence sur les proprie´te´s e´lastiques
macroscopiques. Il s’agira donc dans la suite de tenter de prendre en compte les tailles
relatives des inclusions.
Ces mode`les sont de meˆme insensibles a` l’ordre orientationnel local d’inclusions
aplaties. Ainsi, lorsque la concentration en particules aplaties augmente, celles-ci ont
tendance a` s’orienter paralle`lement les unes aux autres, formant sur de courtes distances
des « piles » (voir par exemple la figure 4.22). Si la concentration n’est toutefois pas trop
forte, toutes les directions des inclusions restent e´quiprobables, et on observe donc une
isotropie globale du milieu, qui est la seule prise en compte par les sche´mas pre´ce´dents.
Prendre en compte, dans le processus de changement d’e´chelles, de tels de´tails de la
microstructure pre´sente-t-il un quelconque inte´reˆt ? Autrement dit, quelle est l’influence
sur les caracte´ristiques me´caniques macroscopiques des parame`tres de microstructure
tels que distribution de taille relative des inclusions, ou orientation locale ?
Les outils pre´sente´s jusqu’ici ne permettent pas de re´pondre a` cette question, sauf
lorsque les e´chelles de deux phases de morphologies diffe´rentes sont se´pare´es. Dans
ce cas en effet, il est possible de faire appel successivement a` deux sche´mas d’ho-
moge´ne´isation (le second sche´ma prenant comme donne´e d’entre´e les re´sultats issus du
premier sche´ma).
On conside`re ainsi dans ce paragraphe un milieu poreux constitue´ de deux re´seaux
de pores, aux e´chelles caracte´ristiques se´pare´es, les phases 1 et 2 repre´sentant respec-
tivement les petits et gros pores. Ce proble`me est traite´ dans le de´tail a` l’annexe C, ou`
des estimations (sche´ma de Mori et Tanaka « hie´rarchique ») des modules d’e´lasticite´
homoge´ne´ise´s, ainsi que des coefficients de Biot (en poroe´lasticite´) sont propose´es. La
se´paration des e´chelles entre petits et gros pores tend a` accentuer l’effet d’un contraste de
tailles. Ainsi, constater un effet faible lorsque ce contraste est infini permettrait d’affirmer
que celui-ci serait encore plus faible lorsque le contraste est fini ; sa prise en compte ne
pre´senterait alors pas grand inte´reˆt.
Les re´sultats des calculs de l’annexe C sont reporte´s sur les figures 1.3 et 1.4, en
fonction du parame`treα, qui repre´sente la part des petits pores dans la porosite´ totale
du milieu ; les calculs sont pre´sente´s en de´formations planes et en e´lasticite´ tridimen-
sionnelle. Dans ce dernier cas, on constate que prendre en compte la se´paration des
e´chelles dans le re´seau poreux conduit a` des e´carts pouvant atteindre 6 a` 8% dans les
pre´dictions des modules d’e´lasticite´. Ces e´carts, bien que sensibles, restent ne´anmoins
faibles, et le seront encore plus pour un contraste de tailles fini, ce que confirment
Thovert et coll. (1990), qui proposent une estimation a` trois points (voir paragraphe 1.4)
correspondant au proble`me de´crit ici.
Les courbes de la figure 1.3 soulignent en fait un re´sultat connu : l’e´lasticite´ line´aire
est peu sensible aux de´tails de la microstructure. Fort heureusement (d’un point de
vue acade´mique !), il n’en va pas de meˆme de la poro-e´lasticite´. Comme le montrent
les calculs de la figure 1.4, l’introduction d’un fluide dans le re´seau poreux permet en
effet, tout en restant dans le domaine line´aire, d’accentuer les e´carts pre´ce´dents. En effet,
lorsqueα = 0.5 par exemple (autant de petits que de gros pores), un calcul ne´gligeant
15
1. INTRODUCTION
-16
-14
-12
-10
-8
-6
-4
-2
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
E
ca
rt
[%
]
α
a
b
-10
-8
-6
-4
-2
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
E
ca
rt
[%
]
α
a
b
FIG. 1.3: Estimations par le sche´ma de Mori et Tanaka hie´rarchique du module de com-
pression (a) et de cisaillement (b) d’un milieu dont le re´seau poreux est constitue´ de deux
familles aux e´chelles caracte´ristiques de longueur se´pare´es. Les graphes repre´sentent les
e´carts relatifs avec les estimations correspondantes, obtenues sans prendre en compte la
se´paration des e´chelles, en de´formations planes (gauche) et en e´lasticite´ tridimensionnelle
(droite). La porosite´ totale vautϕ = 0.4, et le coefficient de Poisson de la matrice est ν0 = 0.3.
la se´paration des e´chelles conduit a` l’e´galite´ des estimations des coefficients de Biot
partiels5 b1 = b2, tandis que le sche´ma de Mori et Tanaka hie´rarchique (voir annexe C)
donne en e´lasticite´ tridimensionnelle
b2 − b1
1
2 (b1 + b2)
=
0.377− 0.291
1
2 (0.291+ 0.377)
= 25.7%,
c’est-a`-dire que la prise en compte de la taille des pores met en e´vidence un e´cart tre`s
significatif entre les coefficients de Biot partiels. Ce re´sultat est d’une grande importance
pratique, car il permet d’aborder certaines questions lie´es au retrait de se´chage (voir
chapitre 3).
***
Apre`s avoir rappele´ le cadre ge´ne´ral de l’homoge´ne´isation en me´canique, ainsi que
les ide´es essentielles permettant d’aboutir aux sche´mas classiques d’homoge´ne´isation,
deux situations illustrant les insuffisances de ces derniers ont e´te´ pre´sente´es. L’analyse
de ces deux exemples indique la voie a` suivre pour de´passer ces limites.
Dans le premier exemple, la prise en compte d’une distribution de taille d’inclusions
ne peut se faire en comparant chaque inclusion a` une dimension absolue (inexistante en
e´lasticite´) : il est donc ne´cessaire de comparer les inclusions entre elles.
Dans le second exemple, il s’agit de rendre compte du fait que deux inclusions
proches ont tendance a` s’orienter paralle`lement l’une a` l’autre. Le milieu conside´re´
restant statistiquement isotrope, cela ne peut se faire par l’introduction d’une direction
privile´gie´e au niveau global.
5Les coefficients de couplage poroe´lastiques seront de´finis plus pre´cise´ment au chapitre 3. On rappelle
simplement ici que le coefficient de Biot partiel bα relie la contrainte macroscopique Σ a` la pression pα du
fluide occupant le re´seau de poresα par la relation Σ = Chom : E− ∑α bα pα i, E de´signant la de´formation
macroscopique, et Chom les proprie´te´s e´lastiques homoge´ne´ise´es.
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FIG. 1.4: Estimations par le sche´ma de Mori et Tanaka hie´rarchique des coefficients de
Biot partiels b1, relatif aux petits pores (a) et b2, relatif aux gros pores (b) d’un milieu dont
le re´seau poreux est constitue´ de deux familles aux e´chelles caracte´ristiques de longueur
se´pare´es. Les graphes repre´sentent les valeurs obtenues en de´formations planes (gauche) et
en e´lasticite´ tridimensionnelle (droite). Les droites (c, d) repre´sentent les meˆmes estimations,
dans l’hypothe`se d’isode´formation des pores (voir chapitre 3). La porosite´ totale vaut
ϕ = 0.4, et le coefficient de Poisson de la matrice est ν0 = 0.3.
Dans les deux cas, on doit donc comparer au moins deux inclusions, ce dont les
sche´mas classiques (base´s sur la re´solution du proble`me d’une inclusion unique, plonge´e
dans un milieu homoge`ne infini) sont incapables. En termes statistiques, il faut donc
faire intervenir des fonctionnelles statistiques a` au moins deux points, qui sont absentes
des sche´mas pre´sente´s au paragraphe (1.2.3). La plus simple d’entre elles est la fonction
de corre´lation a` deux points (Torquato et Stell, 1982)
Sαβ (r) = 〈χα (x) χβ (x+ r)〉, (1.7)
qui, dans un milieu statistiquement homoge`ne, ne de´pend que de r. On cherche donc a`
faire apparaıˆtre explicitement ces fonctions de corre´lation dans une me´thode de chan-
gement d’e´chelles. Dans ce but, les me´thodes de polarisation constituent une approche
naturelle.
1.3 Me´thodes de polarisation en e´lasticite´ line´aire –
Estimations et bornes a` deux points
1.3.1 Vers la notion de polarisation – L’e´quation de Lippmann-Schwinger
L’inte´reˆt d’introduire un milieu e´lastique dit de re´fe´rence (ou de comparaison) pour
traiter le proble`me de microme´canique (1.2a) – (1.2d) est bien connu, au moins depuis
Eshelby (1957) qui re´solut ainsi le proble`me de l’inhomoge´nite´. L’ide´e d’Eshelby (1957),
reprise ensuite dans un contexte plus ge´ne´ral par Zeller et Dederichs (1973), est de
remplacer le proble`me (1.2a) – (1.2d), qui tire toute sa complexite´ de l’he´te´roge´ne´ite´ de
la raideur locale C (x), par un proble`me e´quivalent, formule´ sur un milieu homoge`ne,
line´airement e´lastique, de raideur C0. Ainsi, l’e´quation
div [C (x) : ε (x)] = 0,
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obtenue en inse´rant la loi de comportement (1.2b) dans l’e´quation d’e´quilibre (1.2a),
peut-elle eˆtre remplace´e par l’e´quation
div [C0 : ε (x) + τ (x)] = 0,
en introduisant la polarisation
τ (x) = [C (x)− C0] : ε (x) . (1.8)
Le proble`me de microme´canique initial est alors remplace´ par le proble`me auxiliaire
suivant, dans lequel la complexite´ a e´te´ transfe´re´e au champ de polarisation τ (x)
div[C0 : ε (x) + τ (x)] = 0 (x ∈ Ω), (1.9a)
τ (x) = [C (x)− C0] : ε (x) (x ∈ Ω), (1.9b)
u (x) = E · x (x ∈ ∂Ω), (1.9c)
2εi j (x) = ∂iu j (x) + ∂ jui (x) (x ∈ Ω). (1.9d)
L’inte´reˆt d’ope´rer la substitution (1.9b) est e´vident si l’on suppose dans un premier
temps connu ce champ. Les e´quations (1.9a), (1.9c) et (1.9d) traduisent alors simplement
l’e´quilibre d’un milieu homoge`ne C0, occupant le volume Ω, et soumis d’une part a` un
de´placement impose´ E · x au bord (x ∈ ∂Ω), et d’autre part a` la pre´contrainte τ (x). La
solution de ce proble`me est connue, au moins formellement. Elle s’e´crit en effet
ε (x) = E− (Γ0 ⊛τ) (x) , (1.10)
ou` Γ0 de´signe l’ope´rateur de Green pour les de´formations (c’est un champ de tenseur
d’ordre quatre, a` deux points, voir annexe B, paragraphe B.1), et la notation «⊛ » a e´te´
adopte´e pour le « produit de convolution »
(Γ0 ⊛τ) (x) =
∫
Ω
Γ0 (x, y) : τ (y) d
3 y. (1.11)
L’e´quation (1.10) reste vraie y compris lorsque le champ de polarisation n’est pas
connu explicitement. En effet, en substituant (1.9b) dans (1.10), on obtient l’e´quation
inte´grale suivante (Zeller et Dederichs, 1973)
ε (x) + {Γ0 ⊛ [(C− C0) : ε]} (x) = E (x ∈ Ω), (1.12)
dite e´quation de Lippmann-Schwinger. L’observation de la de´finition (1.11) du produit
Γ0 ⊛ τ montre que celui-ci « couple » deux points x et y de la microstructure. C’est la
raison pour laquelle l’e´quation de Lippmann-Schwinger fait apparaıˆtre naturellement
les corre´lations d’ordre deux.
Il faut insister sur le roˆle central joue´ par l’e´quation de Lippmann-Shwinger en
homoge´ne´isation. Sur le plan the´orique tout d’abord, elle constitue par exemple le
point de de´part de la the´orie syste´matique de Kro¨ner (1977), ou encore de la me´thode
des particules multiples dans un champ effectif (Buryachenko, 2001). En homoge´ne´isation
nume´rique, par ailleurs, les me´thodes base´es sur la transforme´e de Fourier rapide
(Moulinec et Suquet, 1994, 1998) trouvent leur origine dans la discre´tisation directe de
cette e´quation.
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1.3.2 Le principe variationnel de Hashin et Shtrikman
Sous sa forme forte (ponctuelle), l’e´quation inte´grale de Lippmann-Schwinger se
preˆte bien a` la mise au point de sche´mas d’homoge´ne´isation approche´s, sans toutefois
permettre de comparer a posteriori l’estimation du tenseur d’e´lasticite´ macroscopique a`
sa valeur re´elle.
Le principe variationnel de Hashin et Shtrikman (1962) permet de combler cette
lacune. Il offre e´galement un cadre tre`s souple pour la mise au point de sche´mas d’ho-
moge´ne´isation. Une de´monstration tre`s e´le´gante de ce « principe » est propose´e par
Talbot et Willis (1985). Celle qui suit est un peu diffe´rente ; inspire´e de Willis (1977), elle
montre que le principe de Hashin et Shtrikman est directement issu de la dualisation de
l’e´quation de Lippmann-Schwinger (1.12).
Notant provisoirement τeq le champ de polarisation re´gnant a` l’e´quilibre dans le
domaine Ω, (1.12) s’e´crit
[C (x)− C0]−1 : τeq (x) + (Γ0 ⊛τeq) (x) = E (x ∈ Ω), (1.13)
soit, apre`s multiplication par un champ test τ (x) quelconque, et inte´gration sur Ω,
τ : (C− C0)−1 : τeq + τ : (Γ0 ⊛τeq) = τ : E.
On reconnaıˆt dans l’e´quation pre´ce´dente la diffe´rentielle – e´value´e au point τeq – de
la fonctionnelle scalaire
H [τ ] = τ : E− 1
2
τ : (C− C0)−1 : τ − 1
2
τ : (Γ0 ⊛τ), (1.14)
qui est donc stationnaire en τeq (c’est-a`-dire, a` l’e´quilibre). Afin d’e´tablir un principe
d’extre´mum, il faut de´terminer le signe de la forme quadratique
1
2
τ : (C− C0)−1 : τ + 1
2
τ : (Γ0 ⊛τ) (1.15)
ce qui est ge´ne´ralement impossible. On peut toutefois montrer6 (Willis, 1977) que si le
milieu de re´fe´rence est plus rigide que l’ensemble des phases en pre´sence,
C (x) ≤ C0 (x ∈ Ω), (1.17)
(l’ine´galite´ s’entendant au sens des formes quadratiques), alors (1.15) est une forme
quadratique de´finie ne´gative, et τeq est le minimum deH de´finie par (1.14). En d’autres
termes, pour tout champ de polarisation τ (x),
H [τeq] ≤ H [τ ] ,
l’ine´galite´ e´tant stricte pour τ 6= τeq. Il est possible d’e´valuer la fonctionnelle H a`
l’e´quilibre τ = τeq
H [τeq] = τeq : E− 1
2
τeq :
[
(C− C0)−1 : τeq + Γ0 ⊛τeq
]
,
6Des manipulations alge´briques simples conduisent en effet a` la relation
τ : (C− C0)−1 : τ + τ : (Γ0 ⊛τ) = η : (C−10 − C−1)−1 : η−σ : C−10 : σ , (1.16)
ou` η = C−10 : τ ,σ = C0 : ε+ τ et ε = −Γ0 ⊛τ .
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soit, en utilisant (1.13)
2H [τeq] = τeq : E = E : (C− C0) : ε = E : C : ε− E : C0 : ε = E :
(
Chom − C0
)
: E,
ou` la loi de comportement macroscopique (1.3) a e´te´ utilise´e. On en de´duit finalement le
principe variationnel de Hashin et Shtrikman
1
2
E : Chom : E ≤ 1
2
E : C0 : E+H [τ ] , (1.18)
valable quel que soit le champ de polarisation τ (x) (sous re´serve toutefois que la condition
(1.17) soit satisfaite). On montre e´galement que si le milieu de re´fe´rence est plus souple
que toutes les phases en pre´sence (C0 ≤ C (x) , x ∈ Ω), le principe (1.18) reste vrai en
changeant le sens de l’ine´galite´.
Le principe de Hashin et Shtrikman sera a` la base de tous les sche´mas d’homoge´ne´isa-
tion propose´s dans ce travail. Apre`s avoir choisi un sous-espace de dimension finie de
l’espace des champs de polarisation, on proce`dera a` l’optimisation de la fonctionnelle
H [τ ] sur ce sous-espace. Le champ de polarisation optimal τ ainsi obtenu sera conside´re´
comme une approximation du champ de polarisation a` l’e´quilibre τeq cherche´
τ
eq (x) ≃ τ (x) (x ∈ Ω),
et on peut alors proposer deux approximations du champ de de´formation εeq (x). La
premie`re est la plus naturelle, puisqu’elle de´coule de la de´finition (1.8)
ε
eq (x) ≃ [C (x)− C0]−1 : τ (x) (x ∈ Ω).
Elle n’est toutefois gue`re satisfaisante, puisqu’elle n’est pas ne´cessairement ge´ome´tri-
quement compatible ; de plus, sa moyenne volumique n’est en ge´ne´ral pas e´gale a` la
de´formation macroscopique E. Une deuxie`me approximation du champ de de´formation
re´el a` l’e´quilibre peut toutefois eˆtre de´duite de la relation (1.10)
ε
eq (x) ≃ E− (Γ0 ⊛τ) (x) (x ∈ Ω).
L’approximation ainsi obtenue du champ de de´formation est bien ge´ome´triquement
compatible, et de moyenne e´gale a` E (par de´finition de l’ope´rateur de Green Γ0). Dans la
suite de ce travail, c’est cette formule approche´e qui sera retenue.
1.3.3 Polarisation constante par morceaux
Les de´veloppements de ce paragraphe ne sont pas strictement ne´cessaires a` la bonne
compre´hension du pre´sent chapitre. Toutefois, les calculs (classiques) et le formalisme
qui y sont pre´sente´s seront re´utilise´s aux chapitres 2, 3, et dans une moindre mesure au
chapitre 6.
1.3.3.1 Equations ge´ne´rales
L’ine´galite´ (1.18) est vraie quel que soit le champ de polarisation τ (x). En d’autres
termes, tout choix de τ conduit a` une borne sur l’e´nergie potentielle macroscopique
du milieu he´te´roge`ne, et cette borne sera e´videmment d’autant meilleure que le champ
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de polarisation conside´re´ est riche. Le choix le plus simple (Hashin et Shtrikman, 1962;
Willis, 1977; Ponte Castan˜eda et Willis, 1995) consiste a` adopter un champ de polarisation
constant par phase
τ (x) =
P
∑
α=1
χα (x)τα , (1.19)
ou` τα est un champ constant, et les fonctions indicatrices χα ont e´te´ de´finies au para-
graphe 1.2.1. Chaque phase e´tant suppose´e line´airement e´lastique (de raideur C1, . . .CP),
on choisit un milieu de re´fe´rence de raideur C0, de fac¸on a` ce que l’ine´galite´ (1.17) soit
satisfaite
Cα ≤ C0 (α = 1, . . . , P),
et le principe variationnel (1.18) s’applique, l’insertion de (1.19) dans l’expression (1.14)
de la fonctionnelleH conduisant a`
H (τ1, . . . ,τP) =
P
∑
α=1
fατα : E− 1
2
P
∑
α=1
fατα : (Cα − C0)−1 : τα
− 1
2
P
∑
α=1
P
∑
β=1
τα : Aαβ : τβ, (1.20)
ou` l’on a introduit le tenseur d’influence Aαβ de la phase β sur la phase α (Ponte
Castan˜eda et Willis, 1995)
Aαβ =
1
|Ω|
∫
x,y∈Ω
χα (x) χβ (y) Γ0 (x, y) d
3 x d3 y. (1.21)
Ces tenseurs satisfont les proprie´te´s e´videntes, re´sultant d’une part du fait qu’un
milieu homoge`ne, pre´contraint uniforme´ment et dont le bord est encastre´ ne se de´forme
pas (Γ0 ⊛ τ = 0, si la polarisation τ est constante), et d’autre part du the´ore`me de
Maxwell-Betti
P
∑
β=1
Aαβ = 0, (1.22a) Aβα = A
T
αβ. (1.22b)
La borne (1.18), dans laquelle H est donne´e par (1.20), est optimale lorsque les
polarisations τα sont solution du syste`me
fα (Cα − C0)−1 : τα +
P
∑
β=1
Aαβ : τβ = fαE, (1.23)
qui exprime la stationnarite´ deH. Pour ce choix particulier des polarisations τα, la borne
sur l’e´nergie potentielle e´lastique macroscopique s’e´crit alors
1
2
E : Chom : E ≤ 1
2
E : C0 : E+
1
2
τ : E. (1.24)
1.3.3.2 Re´solution du syste`me aux polarisations
La re´solution du syste`me (1.23) permet en fait d’obtenir une borne, non pas sur
l’e´nergie potentielle macroscopique 12E : C
hom : E, mais directement sur le tenseur
d’e´lasticite´ homoge´ne´ise´ Chom. Pour le voir, on introduit la notation provisoire
E˜α = fαE,
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de sorte que (1.23) se mette sous la forme
fα (Cα − C0)−1 : τα +
P
∑
β=1
Aαβ : τβ = E˜α , (1.25)
dont la solution τ
opt
α de´pend line´airement des E˜β
τ
opt
α =
P
∑
β=1
Rαβ : E˜β =
P
∑
β=1
fβRαβ : E,
ou` les tenseurs Rαβ constituent les coefficients de l’inverse de la «matrice » du syste`me
1.25, dont les coefficients sont
δαβ fα (Cα − C0)−1 +Aαβ.
Par de´finition de l’inverse, les Rαβ ve´rifient donc les relations suivantes (d’ou` l’on
de´duit notamment que Rβα = R
T
αβ)
fα (Cα − C0)−1 : Rαβ +
P
∑
γ=1
Aαγ : Rγβ
= fβRαβ : (Cβ − C0)−1 +
P
∑
γ=1
Rαγ : Aγβ = δαβI, (1.26)
et la borne (1.18) s’e´crit finalement
1
2
E : Chom : E ≤ 1
2
E : C0 : E+
1
2
E :
(
P
∑
α=1
P
∑
β=1
fα fβRαβ
)
: E.
Comme annonce´, on obtient une borne (au sens des formes quadratiques associe´es)
sur le tenseur d’e´lasticite´ homoge´ne´ise´
Chom ≤ C0 +
P
∑
α=1
P
∑
β=1
fα fβRαβ.
1.3.4 Raisonnement « en moyenne » et bornes de Hashin et Shtrikman
La re´solution du syste`me aux polarisations (1.23) ne´cessite une connaissance pre´cise
des re´alisations dumilieu he´te´roge`ne e´tudie´, les expressions pre´ce´dentes faisant intervenir
explicitement les fonctions indicatrices χα. On conc¸oit que pour une microstructure
quelconque, le calcul (incluant l’e´valuation des Aαβ) puisse eˆtre tre`s complexe. A cette
complexite´ s’ajoute la ne´cessite´ de prendre la moyenne statistique de la borne (1.24),
donc de multiplier le nombre de re´alisations a` conside´rer.
Le calcul pre´sente´ ci-dessus s’organise ainsi ide´alement de la fac¸on suivante. Pour
chaque re´alisationω du milieu he´te´roge`ne conside´re´, on de´termine la solution τ
opt
α (ω)
de (1.23), et on e´value la borne correspondante (1.24) sur le tenseur d’e´lasticite´ ho-
moge´ne´ise´ Chom (ω) de cette re´alisation. Ce travail e´tant re´pe´te´ pour un grand nombre
de re´alisations, on en de´duit la borne moyenne suivante
1
2
E : 〈Chom〉 : E ≤ 1
2
E : C0 : E+
1
2
〈τopt〉 : E.
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La me´thode des inclusions polarise´es, pre´sente´e au chapitre 2, est fonde´e sur le
raisonnement pre´ce´dent. Toutefois, meˆme dans les cas les plus simples, cette approche
ne peut eˆtre mise en œuvre analytiquement, ce qui a conduit Hashin et Shtrikman a`
renoncer a` de´terminer la meilleure borne pour chaque re´alisation ω, au profit d’une
borne, qui soit optimale « en moyenne ».
Plus pre´cise´ment, on impose aux tenseurs de polarisation τ1, . . . ,τP d’eˆtre de´terminis-
tes, c’est-a`-dire inde´pendants des re´alisationsω. L’ine´galite´ (1.18) reste alors bien entendu
vraie, meˆme si la majoration obtenue est moins bonne que si on avait astreint les τα a`
ve´rifier les conditions de stationnarite´ (1.23). Le gain re´side dans le fait qu’on peut alors
sans difficulte´ e´valuer la moyenne statistique de cette ine´galite´
1
2
E : 〈Chom〉 : E ≤ 1
2
E : C0 : E+
P
∑
α=1
fατα : E− 1
2
P
∑
α=1
fατα : (Cα − C0)−1 : τα
− 1
2
P
∑
α=1
P
∑
β=1
τα : 〈Aαβ〉 : τβ, (1.27)
dans laquelle il reste a` de´terminer les moyennes 〈Aαβ〉. Ces grandeurs sont pre´cise´ment
celles faisant intervenir les fonctions de corre´lation a` deux points Sαβ (1.7) que l’on
cherche a` introduire
〈Aαβ〉 = 1|Ω|
∫
x,y∈Ω
Sαβ (y− x) Γ0 (x, y) d3 x d3 y.
La popularite´ des bornes de Hashin et Shtrikman re´side dans le fait qu’en fai-
sant seulement l’hypothe`se d’isotropie statistique, on peut (graˆce aux proprie´te´s de
l’ope´rateur de Green d’ordre quatre) e´tablir l’expression analytique suivante des 〈Aαβ〉
(Willis, 1977)
〈Aαβ〉 = fα (δαβ − fβ) P0, (1.28)
ou` P0 est le tenseur de Hill d’une sphe`re plonge´e dans le milieu de re´fe´rence C0. En
inse´rant l’expression pre´ce´dente (1.28) dans la borne moyenne (1.27), et en optimisant
celle-ci par rapport aux τα, on obtient finalement les bornes de Hashin et Shtrikman
(1963)
〈Chom〉 ≤
{
P
∑
α=1
fαCα [I+ P0 : (Cα − C0)]−1
}
:
{
P
∑
β=1
fβ [I+ P0 : (Cβ − C0)]−1
}−1
. (1.29)
Ces bornes sont d’une grande ge´ne´ralite´, puisqu’elles s’appliquent a` tout milieu
he´te´roge`ne statistiquement isotrope 7.
1.3.5 Deux re´sultats supple´mentaires concernant les me´thodes de
polarisation
L’objet du pre´sent paragraphe est de pre´senter deux re´sultats dont la signification
pratique est importante. Bien que leur de´monstration soit tre`s simple, ils sont a` notre
connaissance originaux.
7Au sens faible des seules corre´lations a` deux points.
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1.3.5.1 Une approximation de l’ope´rateur de Green d’ordre quatre
La mise en œuvre pratique des techniques de polarisation ne´cessite le choix d’un
champ de polarisation (constant par morceaux ou non), et l’e´valuation, pour ce choix,
de H[τ ]. Si le calcul des deux premiers termes de cette fonctionnelle est trivial (voir
e´quation (1.14)), il n’en va pas de meˆme de son dernier terme
1
2
τ : (Γ0 ⊛τ) =
1
2 |Ω|
∫
x,y∈Ω
τ (x) : Γ0 (x, y) : τ (y) d
3 x d3 y,
dans lequel l’expression de l’ope´rateur Γ0 n’est ge´ne´ralement pas connue, pour un
domaine Ω donne´. Lorsque les dimensions du domaine Ω sont grandes devant la
longueur caracte´ristique des fluctuations du champ de polarisation τ , il est naturel de
chercher a` remplacer l’ope´rateur Γ0, inconnu, par l’ope´rateur de Green d’ordre quatre
Γ
∞
0 , relatif au milieu infini (cet ope´rateur est de´fini plus pre´cise´ment au paragraphe B.2
de l’annexe B). Il est cependant facile de se convaincre que la relation
1
2
τ : (Γ0 ⊛τ) ≃ 1
2
τ : (Γ∞0 ∗ τ),
est fausse. A cet effet, il suffit de conside´rer, lorsque le domaine Ω est ellipsoı¨dal, un
champ de polarisation τ constant sur Ω (Zaoui, 1998). Alors Γ0 ⊛τ = 0, tandis que le
the´ore`me d’Eshelby (1957) permet d’e´crire (Γ∞0 ∗ τ) (x) = −PΩ : τ 6= 0, ou` PΩ de´signe
le tenseur de Hill du domaine Ω.
Moyennant une correction, il reste possible de remplacer Γ0 par Γ
∞
0 ; l’approximation
suivante est ainsi ge´ne´ralement admise (Willis, 1977)
1
2
τ : (Γ0 ⊛τ) ≃ 1
2
τ : [Γ∞0 ∗ (τ − τ)], (1.30)
dans laquelle on note que l’ope´rateur Γ∞0 e´tant invariant par translation, le produit «⊛ »
du membre de gauche est remplace´ par un simple produit de convolution « ∗ » dans le
membre de droite
1
2
τ : (Γ0 ⊛τ) ≃ 1
2 |Ω|
∫
x,y∈Ω
τ (x) : Γ∞0 (x− y) : [τ (y)− τ ] d3 x d3 y. (1.31)
L’inte´reˆt de cette formule approche´e re´side dans le fait que l’ope´rateur de Green
du milieu infini est connu explicitement, et son inte´gration sur le domaine Ω devient
possible. Il est toutefois troublant de constater qu’il n’existe pas a` notre connaissance
de de´monstration rigoureuse de ce re´sultat (meˆme si Willis (1977) en propose une
justification heuristique). Notamment, les hypothe`ses restent a` pre´ciser : le champ τ
est-il quelconque, ou bien s’agit-il d’un processus stochastique stationnaire ? Admettant
malgre´ tout la validite´ de la formule (1.31), celle-ci se simplifie lorsque le domaine Ω est
ellipsoı¨dal
1
2
τ : (Γ0 ⊛τ) ≃ 1
2
τ : (Γ∞0 ∗ τ)−
1
2
τ : PΩ : τ , (1.32)
ou` PΩ de´signe le tenseur de Hill du domaine Ω.
Dans ce qui suit, on propose quelques e´le´ments rigoureux permettant de justifier cette
approximation. L’origine e´tant place´e au centre de gravite´ du domaine Ω, on remarque
tout d’abord en proce´dant a` un de´veloppement multipolaire (voir paragraphe B.2.2) que
(Γ∞0 ∗ τ)(r) = Γ˜∞0 (r) : τ +O
(
r−5
)
, |r| → +∞
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ou` r = |r|, et Γ˜∞0 de´signe la partie re´gulie`re de l’ope´rateur de Green du milieu infini
(voir paragraphe B.2). Compte-tenu de l’expression (B.7), on voit que le produit de
convolution Γ∞0 ∗ τ de´croıˆt en O(r−3) a` l’infini, et n’est donc pas inte´grable. A l’inverse,
dans le produit de convolution corrige´, le terme en r−3 disparaıˆt, et
[Γ∞0 ∗ (τ − τ)] (r) = O
(
r−5
)
, |r| → +∞,
qui est inte´grable. Dans les expressions obtenues par le principe de Hashin et Shtrikman,
le passage a` la limite lorsque |Ω| → +∞ doit donc toujours se faire avec pre´cautions.
On montre maintenant que si Ω est ellipsoı¨dal, alors pour tout champ de polarisation τ ,
l’ine´galite´
1
2
τ : (Γ0 ⊛τ) ≤ 1
2
τ : [Γ∞0 ∗ (τ − τ)],
est satisfaite. Cette relation est obtenue par une simple application du principe du
minimum de l’e´nergie comple´mentaire, qui est rappele´ ci-apre`s.σ ′ e´tant un champ de
contraintes quelconque sur Ω, l’e´nergie comple´mentaire F ∗0 [σ ′] associe´e a` ce champ
s’exprime par de´finition comme l’inte´grale suivante
F ∗0
[
σ
′] = 1
2
∫
Ω
σ
′ (x) : C−10 : σ
′ (x) d3 x,
et on montre que, pour tout champσ ′ auto-e´quilibre´8
F ∗0 [σ − τ ] ≤ F ∗0
[
σ
′ − τ] , (1.33)
σ de´signant le champ de contrainte dans la solution du proble`me polarise´ (1.9a) – (1.9d),
et ε le champ de de´formation associe´
σ (x) = C0 : ε (x) + τ (x) .
En vue d’appliquer le re´sultat (1.33) avec un champ-test a` pre´ciser, on calcule tout
d’abord le membre de gauche
F ∗0 [σ − τ ] =
1
2
∫
Ω
[σ (x)− τ (x)] : C−10 : [σ (x)− τ (x)] d3 x
=
1
2
∫
Ω
[σ (x)− τ (x)] : ε (x) d3 x = |Ω|
2
(σ : ε− τ : ε) ,
le premier terme est aise´ment calcule´ a` l’aide du lemme de Hill (Dormieux et coll., 2006)
σ : ε = σ : ε = 0,
puisque ε = 0 compte-tenu des conditions aux limites (1.9c). On a par ailleurs, par
de´finition de l’ope´rateur de Green d’ordre quatre
τ (x) : ε (x) = −τ (x) : (Γ0 ⊛τ) (x) ,
8C’est-a`-dire que divσ ′ = 0 dans Ω, et σ ′ · n est continu le long de la normale n a` toute surface de
discontinuite´ deσ ′
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soit en rassemblant ces deux derniers re´sultats
F ∗0 [σ − τ ] =
|Ω|
2
τ : (Γ0 ⊛τ). (1.34)
Le champ-test a` inse´rer dans (1.33) est de´fini comme suit. On introduit tout d’abord
le champ de polarisation modifie´ τ ′, de´fini sur la totalite´ de l’espace R3
τ
′ (x) =
{
τ (x)− τ0 (x ∈ Ω),
0 (x /∈ Ω), (1.35)
ou` τ0 est un tenseur quelconque (constant), syme´trique. On peut alors de´finir le champ
de de´formation ε′ = −Γ∞0 ∗ τ ′, et le champ de contrainte associe´ σ ′ = C0 : ε′ + τ ′,
e´galement de´finis sur la totalite´ de l’espace. Par de´finition de l’ope´rateur de Green du
milieu infini, on a divσ ′ = 0, et le champ de contraintesσ ′ + τ0 est e´videmment auto-
e´quilibre´ sur Ω. Le the´ore`me du minimum de l’e´nergie comple´mentaire s’applique donc,
et
F ∗0 [σ − τ ] ≤ F ∗0
[(
σ
′ + τ0
)− τ] ,
dont le second membre s’e´crit
F ∗0
[
σ
′ + τ0 − τ
]
= F ∗0
[
C0 : ε
′] = 1
2
∫
x∈Ω
ε
′ (x) : C0 : ε′ (x) d3 x
≤ 1
2
∫
x∈R3
ε
′ (x) : C0 : ε′ (x) d3 x,
ou` la dernie`re majoration re´sulte de ce que le tenseur C0 est de´fini positif (on ve´rifie
que l’inte´grale figurant a` droite est bien convergente). Par de´finition, τ ′ est a` support
compact, et le re´sultat (B.10) s’applique, soit
F ∗0 [σ − τ ] ≤ F ∗0
[
σ
′ + τ0 − τ
] ≤ 1
2
∫
x∈Ω
τ
′ (x) : (Γ∞0 ∗ τ ′) (x) d3 x. (1.36)
En de´veloppant le produit de convolution, et en remplac¸ant τ ′ (dont le support est
contenu dans Ω) par son expression (1.35), l’inte´grale dans (1.36) est mise sous la forme
1
2
∫
x,y∈Ω
[τ (x)− τ0] : Γ∞0 (x− y) : [τ (y)− τ0] d3 x d3 y =
1
2
∫
x,y∈Ω
τ (x) : Γ∞0 (x− y) : τ (y) d3 x d3 y− τ0 :
∫
x,y∈Ω
Γ
∞
0 (x− y) : τ (y) d3 x d3 y+
1
2
τ0 :
∫
x,y∈Ω
Γ
∞
0 (x− y) d3 x d3 y : τ0. (1.37)
Pour aller plus loin, on doit supposer que le domaine Ω est ellipsoı¨dal. Alors le
the´ore`me d’Eshelby (1957) conduit a` la relation inde´pendante du point x ∈ Ω∫
y∈Ω
Γ
∞
0 (x− y) = PΩ (x ∈ Ω),
ou` PΩ de´signe le tenseur de Hill associe´ a` Ω, plonge´ dans le milieu de re´fe´rence C0. En
inse´rant l’expression (1.37) ainsi simplifie´e dans l’ine´galite´ (1.36), on obtient
F ∗0 [σ − τ ] ≤
|Ω|
2
[
τ0 : PΩ : τ0 − 2τ : PΩ : τ0 + τ : (Γ∞0 ∗ τ)
]
,
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ou` les grandeurs surligne´es de´signent des moyennes volumiques calcule´es sur le do-
maine Ω, d’extension finie. La majoration pre´ce´dente e´tant vraie pour tout tenseur τ0
syme´trique, on choisit la valeur qui minimise la borne, soit τ0 = τ . Remarquant que
τ : PΩ : τ = τ : Γ
∞
0 ⊛τ ,
on de´duit alors de ce qui pre´ce`de que
F ∗0 [σ − τ ] ≤
|Ω|
2
τ : [Γ∞0 ∗ (τ − τ)], (1.38)
et, en regroupant (1.34) et (1.38)
1
2
τ : (Γ0 ⊛τ) ≤ 1
2
τ : [Γ∞0 ∗ (τ − τ)], (1.39)
ce qu’il fallait de´montrer.
Bien entendu, l’ine´galite´ (1.39) ne constitue pas une de´monstration de l’approxima-
tion classique (1.30). Pour justifier cette dernie`re, encore faudrait-il pouvoir exhiber une
ine´galite´ comparable a` (1.39), mais de sens contraire. (1.39) e´tant toujours ve´rifie´e (quelle
que soit la taille du domaine Ω), il faut s’attendre a` ce que l’ine´galite´ cherche´e comporte
un terme asymptotique, tendant vers ze´ro lorsque la taille de Ω devient infiniment
grande. Une telle ine´galite´ n’a pas pu eˆtre exhibe´e pour le moment.
Notons pour finir que l’ine´galite´ (1.39) permet, lorsque le milieu de re´fe´rence est
plus souple que toutes les phases en pre´sence, d’e´crire rigoureusement la majoration
suivante, de´duite de (1.18) (dont on a change´ le sens)
1
2
E : Chom : E ≥ 1
2
E : C0 : E+ τ : E− 1
2
τ : (C− C0)−1 : τ − 1
2
τ : [Γ∞0 ∗ (τ − τ)].
Lorsque le milieu de re´fe´rence est plus rigide que toutes les phases en pre´sence,
l’utilisation de l’approximation (1.39) ne conserve en toute rigueur pas le statut de borne
a` l’expression (1.18). On admettra toutefois par la suite que pour Ω suffisamment grand,
1
2
E : Chom : E ≤ 1
2
E : C0 : E+ τ : E− 1
2
τ : (C− C0)−1 : τ − 1
2
τ : [Γ∞0 ∗ (τ − τ)].
1.3.5.2 Le roˆle du cisaillement local
On l’a vu, l’utilisation du principe de Hashin et Shtrikman pour ame´liorer les bornes
a` deux points existantes ne´cessite de recourir a` des champs de polarisation plus riches
que les champs constants par phase. Autrement dit, la polarisation doit eˆtre autorise´e
a` varier au sein meˆme de chaque phase. Toutefois, les re´sultats des calculs de Hashin
et Shtrikman (1963) (voir e´galement Willis, 1977) montrent que, pour une sollicitation
isotrope E = E3 i, les polarisations sont isotropes dans chaque phase.
Bien entendu, y compris sous chargement macroscopique isotrope, des contraintes
de cisaillement existent dans un milieu he´te´roge`ne a` l’e´quilibre. On pourrait toutefois
imaginer que la part correspondante de l’e´nergie e´lastique est faible, au regard de celle
lie´e a` la partie sphe´rique du tenseur local des contraintes. Si cette hypothe`se e´tait ve´rifie´e,
alors l’application du principe de Hashin et Shtrikman a` un champ de polarisation
isotrope, mais he´te´roge`ne devrait conduire a` une ame´lioration de la borne a` deux points
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sur le module de compression ; l’objet du pre´sent paragraphe est de montrer qu’il n’en
est rien. A cet effet, on conside`re un champ de polarisation de la forme
τ (x) = τ (x) i,
ou` τ (x) est un champ scalaire a` pre´ciser. Pour ces champs de polarisation, l’expression
suivante de la fonctionnelleH (1.14) est aise´ment obtenue
H [τ ] = τE− 1
2
(κ −κ0)−1 τ2 − 1
2
(
κ0 +
4
3µ0
)−1 (
τ2 − τ2
)
, (1.40)
ou` la clef de la de´monstration re´side dans la proprie´te´ suivante de la partie re´gulie`re Γ˜
∞
0
de l’ope´rateur de Green Γ∞0 du milieu infini (Torquato, 1997, e´quation (2.36))
i : Γ˜
∞
0 : i = 0,
aucune hypothe`se n’e´tant faite par ailleurs (notamment, le milieu n’est pas ne´cessairement
statistiquement isotrope). Dans l’expression (1.40), κ0 et µ0 de´signent respectivement les
modules de compression et de cisaillement du milieu de re´fe´rence, tandis que le champ
scalaire κ (x) repre´sente le module de compression local dans le milieu he´te´roge`ne. Il
s’agit donc d’optimiser (1.40) par rapport au champ scalaire τ (x), et on calcule pour cela
la premie`re variation δH deH pour une variation δτ de la polarisation τ
δH = δτE− (κ −κ0)−1 τδτ −
(
κ0 +
4
3µ0
)−1 (
τδτ − τδτ)
=
∫
Ω
{
E− [κ (x)−κ0]−1 τ (x)−
(
κ0 +
4
3µ0
)−1
[τ (x)− τ ]
}
δτ (x) d3 x.
Cette expression doit eˆtre nulle quelle que soit la variation de polarisation δτ , et on
obtient l’expression suivante de la polarisation optimale
[κ (x)−κ0]−1 τ (x) +
(
κ0 +
4
3µ0
)−1
[τ (x)− τ ] = E,
dont on ve´rifie qu’elle correspond exactement a` celle obtenue par Willis (1977) lorsque le
chargement macroscopique est isotrope. Le seul fait d’autoriser le champ de polarisation
a` varier spatialement ne permet donc pas d’ame´liorer la borne de Hashin et Shtrikman
sur le module de compression. On en de´duit que, meˆme lorsque le chargement est
isotrope, l’e´nergie e´lastique de de´formation due aux cisaillements repre´sente une part
importante de l’e´nergie e´lastique de de´formation totale. Cette contribution doit eˆtre prise
en compte dans un sche´ma d’homoge´ne´isation.
Ce re´sultat e´voque les travaux de Kreher (1990). Conside´rant les proprie´te´s e´lastiques
macroscopiques comme une fonction des modules de compression κ1, . . . ,κP et de
cisaillement µ1, . . . ,µP des P phases en pre´sence, celui-ci montre la relation suivante
2χαεd : εd = E :
∂Chom
∂µα
: E (α = 1, . . . , P),
ou` εd = ε− 13 (trε) i de´signe la partie de´viatorique du tenseur de de´formation. Dans le
membre de gauche figure (a` un coefficient pre`s) l’e´nergie e´lastique de cisaillement dans
la phaseα, tandis que le membre de droite n’est pas nul, puisque le tenseur d’e´lasticite´
homoge´ne´ise´ ne de´pend pas trivialement des modules d’e´lasticite´ de chaque phase.
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Il faut noter pour conclure ce paragraphe que les de´veloppements qui y sont propose´s
n’invoquent a` aucun moment l’isotropie statistique du milieu he´te´roge`ne. On en de´duit
que la borne de Hashin et Shtrikman sur le module de compression est vraie quel que
soit le mate´riau, isotrope ou non. Lorsque le milieu est anisotrope, la borne s’entend
pour le module de compression apparent.
***
On le voit, l’introduction de la notion de polarisation conduit a` l’e´quation de Lippmann-
Schwinger, dans laquelle le produit de convolution fait apparaıˆtre de fac¸on naturelle les
corre´lations a` deux points. On verra plus loin (au paragraphe 1.4) que cette e´quation
peut eˆtre utilise´e de fac¸on re´cursive, faisant ainsi apparaıˆtre les fonctions de corre´lation
de tous ordres.
La formulation variationnelle de cette e´quation permet d’e´tablir (pour un choix
particulier du champ test) les bornes de Hashin et Shtrikman, explicites de´s lors que
le milieu est statistiquement isotrope. La grande ge´ne´ralite´ de ces bornes est souvent
conside´re´e comme une vertu ; dans la perspective de ce travail, elle doit en re´alite´ eˆtre
conside´re´e comme une limite qu’il s’agit de de´passer en exploitant plus d’informations
sur la microstructure. En effet, bien que les fonctions de corre´lation a` deux points
soient effectivement utilise´es au cours des calculs, elles disparaissent de l’expression
finale (1.29). Ainsi, l’approche de´veloppe´e ci-dessus ne peut distinguer deux milieux
he´te´roge`nes de meˆme composition, mais de microstructure diffe´rente.
Les re´sultats pre´sente´s dans le paragraphe suivant montrent que cette proprie´te´ est
ge´ne´rale : les fonctions de corre´lation d’ordre deux ne contiennent pas une information
suffisante pour permettre d’ame´liorer les estimations des caracte´ristiques macrosco-
piques d’un milieu he´te´roge`ne.
Bien que les bornes de Hashin et Shtrikman ne se de´marquent pas des estimations
du paragraphe 1.2.3, il faut se garder de rejeter le principe variationnel de Hashin et
Shtrikman dont elles re´sultent9. La valeur (constante) des polarisations dans chaque
phase e´tant la meˆme pour chaque re´alisation, seule la version tre`s affaiblie (1.27) de
l’ine´galite´ (1.18) est en effet invoque´e pour obtenir ces bornes, et l’optimisation des
polarisations n’est faite qu’apre`s eˆtre passe´ a` la moyenne ; cette approche est qualifie´e de
de´terministe. On peut penser qu’adopter la de´marche inverse, c’est-a`-dire optimiser les
valeurs des polarisations pour chaque re´alisation du milieu conside´re´, puis de´terminer
la borne (1.18) correspondante, enfin calculer la moyenne de ces bornes conduira a` de
meilleurs re´sultats. On ve´rifiera au chapitre 3 que cette approche, qualifie´e de statistique10,
est effectivement supe´rieure (en poroe´lasticite´) a` l’approche dite de´terministe.
Outre une approche statistique (plutoˆt que de´terministe) du principe de Hashin
et Shtrikman, une deuxie`me voie existe pour ame´liorer les bornes sur les proprie´te´s
macroscopiques du milieu conside´re´. Il s’agit de la structure meˆme des champs test
(polarisations) conside´re´s. Au chapitre 2, une de´finition fonctionnelle, par inclusion, de
ces champs est envisage´e, tandis que leur discre´tisation fait l’objet du chapitre 6.
9Dans l’ensemble de ce travail une distinction est faite entre le principe de Hashin et Shtrikman (1962),
qui est d’une grande ge´ne´ralite´, et les bornes de Hashin et Shtrikman (1963) qui en de´coulent, pour un choix
particulier du champ de polarisation.
10Le qualificatif « de´terministe » ou « statistique » se re´fe`re aux valeurs du champ de polarisation : la
microstructure est quant a` elle toujours ale´atoire.
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Ces applications du principe de Hashin et Shtrikman sont ne´anmoins nume´riques.
Avant de les de´velopper dans la suite de ce me´moire, on pre´sente dans ce qui suit des
bornes explicites, plus serre´es que les bornes pre´ce´dentes, mais qui font intervenir des
parame`tres de microstructure dont le calcul peut eˆtre complexe.
1.4 Bornes et estimations d’ordre supe´rieur
1.4.1 Bornes a` trois points
Il convient avant tout de pre´ciser un point de terminologie. Les bornes de Hashin et
Shtrikman sont souvent qualifie´es de bornes a` deux points, ou de bornes d’ordre deux.
Ces deux expressions ne font en fait pas re´fe´rence aux meˆme proprie´te´s mathe´matiques.
Tout d’abord, l’origine de la de´signation « borne a` deux points » est claire, compte-tenu
de ce qui pre´ce`de : elle souligne en effet le fait que les fonctions de corre´lation a` deux
points interviennent dans leur de´termination.
Pour comprendre ensuite la signification de l’expression « borne d’ordre deux »,
l’expression ge´ne´rale (1.29) est spe´cialise´e au cas d’unmilieu biphasique, tel que C1 ≤ C2
(ou C2 ≤ C1), chacune des phases e´tant de plus isotrope (on note alorsκα, µα les modules
de compression et de cisaillement de la phaseα = 1, 2). En choisissant successivement les
phases 1 et 2 comme milieu de re´fe´rence, on obtient des bornes infe´rieure et supe´rieure
du tenseur d’e´lasticite´ homoge´ne´ise´ faisant intervenir les diffe´rences δκ = κ2 −κ1, et
δµ = µ2 −µ1. On ve´rifie alors aise´ment que ces bornes coı¨ncident a` l’ordre deux en δκ et
δµ. C’est en ce sens que les bornes de Hashin et Shtrikman sont dites « d’ordre deux ».
Il est possible, au prix d’une complexite´ mathe´matique croissante, d’aller au-dela`
des bornes a` deux points pre´sente´es ci-dessus. Bien entendu, le caracte`re universel des
bornes de Hashin et Shtrikman (1963) est alors perdu, et les bornes a` n > 2 points sont a`
meˆme de distinguer plusieurs microstructures de composition identique : elles semblent
donc adapte´es au proble`me pose´ dans ce chapitre.
Les bornes a` trois points propose´es par Beran, Molyneux, McCoy et Silnutzer ont
e´te´ simplifie´es par Milton (1981, 1982). Pour des milieux biphasiques, statistiquement
isotropes, celui-ci a montre´ que les bornes sur le module de compression ne de´pendent
que de la fraction volumique f1 et un parame`tre ge´ome´triqueζ1, tandis que les bornes sur
le module de cisaillement de´pendent de f1,ζ1 et un deuxie`me parame`tre ge´ome´trique, η1.
En e´lasticite´ tridimensionnelle, les expressions de ζ1 et η1 sont rappele´es pour me´moire
(Torquato, 1997, 2002)
ζ1 =
9
2 f1 (1− f1)
∫ +∞
0
d r
r
∫ +∞
0
d s
s
∫ 1
−1
P2 (u)
[
S111 (r, s, t)− S11 (r) S11 (s)
f1
]
d u,
(1.41)
η1 =
5ζ1
21
+
150
7 f1 (1− f1)
∫ +∞
0
d r
r
∫ +∞
0
d s
s
∫ 1
−1
P4 (u)
[
S111 (r, s, t)− S11 (r) S11 (s)
f1
]
d u,
(1.42)
ou` P2 et P4 sont les polynoˆmes de Legendre d’ordre deux et quatre, S111 (r, s, t) est la
fonction de corre´lation relative a` la phase 1, e´value´e pour les trois sommets d’un triangle
de coˆte´s r, s et t. Finalement, u est le cosinus de l’angle oppose´ au sommet t, c’est-a`-dire
t2 = r2 + s2 − 2rsu.
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L’intervention de fonctions de corre´lation a` trois points dans les expressions qui
pre´ce`dent justifie la terminologie de bornes a` trois points ; on ve´rifie par ailleurs que
celles-ci sont e´galement d’ordre trois par rapport a` δκ et δµ (Milton et Phan-Thien,
1982). Leur e´valuation pratique ne´cessite le calcul pre´alable des parame`tres ζ1 et η1.
Des calculs analytiques approche´s en sont possibles pour des assemble´es de sphe`res
(Torquato et Lado, 1986; Sen et coll., 1987; Torquato et coll., 1987; Thovert et coll., 1990).
Pour des champs gaussiens seuille´s, Roberts et Teubner (1995) proposent un calcul semi-
analytique, exact, de ζ1 et η1. Finalement, pour des microstructures plus complexes, ou
lorsqu’une valeur exacte est recherche´e, un calcul nume´rique par simulation de Monte-
Carlo (sur des re´alisations) est ne´cessaire. Une telle approche (la seule envisageable dans
le cas d’une microstructure complexe) est tre`s lourde, puisqu’il est ne´cessaire de calculer,
puis inte´grer, une fonction de corre´lation a` trois points (Miller et Torquato, 1990).
Il est inte´ressant de remarquer que les bornes a` trois points s’obtiennent en introdui-
sant dans le principe du minimum de l’e´nergie potentielle le champ de de´formation
ε (x) = E− (Γ ⊛τ) (x) ,
ou` τ (x) est de la forme (1.19). Autrement dit, les bornes a` trois points sont obtenues en
explorant le meˆme espace que pour les bornes a` deux points, mais en utilisant le principe
du minimum de l’e´nergie potentielle a` la place du principe de Hashin et Shtrikman.
C’est en ce sens que l’on peut affirmer que le principe de Hashin et Shtrikman est plus
faible (puisqu’il conduit a` des bornes moins serre´es) que le principe du minimum de
l’e´nergie potentielle.
Des bornes a` quatre points ont e´te´ propose´es par Milton et Phan-Thien (1982). Elles
font intervenir trois parame`tres de microstructure pour le module de compression
homoge´ne´ise´, et huit pour le module de cisaillement homoge´ne´ise´ ; il va sans dire que la
mise en œuvre de ces bornes est ge´ne´ralement impraticable.
1.4.2 Estimations a` n points
Les travaux de Torquato (1997, 1998), pre´sente´s dans ce paragraphe, permettent de
pre´ciser le roˆle particulier joue´ dans les proble`mes d’homoge´ne´isation par la fonction de
corre´lation a` deux points. L’auteur exprime, pour un milieu biphasique quelconque, les
modules d’e´lasticite´ homoge´ne´ise´s sous la forme d’une se´rie formelle dont le n–ie`me
terme contient une combinaison des fonctions de corre´lation a` 1, . . . , n points.
Le point de de´part du raisonnement est l’e´quation de Lippmann-Schwinger (1.12)
e´crite en polarisation
L−1 : τ + Γ˜∞0 ∗ τ = E, (1.43)
ou` Γ˜
∞
0 de´signe la partie re´gulie`re de l’ope´rateur de Green relatif au milieu infini (voir
annexe B, paragraphe B.2), et
L (x) =
{
[C (x)− C0]−1 + P0
}−1
en introduisant le tenseur de Hill P0 d’une inclusion sphe´rique plonge´e dans le milieu de
re´fe´rence d’e´lasticite´ C0. Ici, le support de la polarisation τ est contenu dans le domaine
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Ω. L’e´quation (1.43) est alors inverse´e par une se´rie de Neumann
τ (x1) = E−
∫
x2∈Ω
L (x1) : Γ˜
∞
0 (x1 − x2) : E d3 x2
+
∫
x2 ,x3∈Ω
L (x1) : Γ˜
∞
0 (x1 − x2) : L (x2) : Γ˜∞0 (x2 − x3) : E d3 x2 d3 x3 − · · · ,
et les proprie´te´s e´lastiques macroscopiques du milieu he´te´roge`ne sont obtenues en
prenant la moyenne d’ensemble, puis en passant a` la limite thermodynamique. Cette
dernie`re e´tape ne´cessite une attention particulie`re du fait de la pre´sence d’inte´grales
non convergentes. Tous calculs faits, et en choisissant la phase 2 comme milieu de
re´fe´rence, Torquato obtient, pour un milieu statistiquement isotrope, les premiers termes
du de´veloppement en se´rie du module de compression homoge´ne´ise´
f1
(
κ1 −κ2
κ1 +
4
3µ2
)(
κhom −κ2
κhom + 43µ2
)−1
=
1− 10
3
f2ζ1µ2 (κ1 −κ2) (µ1 −µ2)(
κ1 +
4
3µ2
) [
µ1 (κ2 + 2µ2) +µ2
(
3
2κ2 +
4
3µ2
)] + termes a` n ≥ 4 points, (1.44)
ainsi qu’une expression similaire (bien que plus complexe) pour le module de cisaille-
ment homoge´ne´ise´. Cette relation est fondamentale, puisqu’elle montre que lorsque
le milieu est statistiquement isotrope, les fonctions de corre´lation a` deux points Sαβ
interviennent seulement au sein de combinaisons avec des fonctions de corre´lation d’ordre
supe´rieur. Autrement dit, les estimations a` deux points ne permettent pas de prendre en
compte de fac¸on quantitative les de´tails de la microstructure, et la conclusion formule´e
au paragraphe 1.3.4 se trouve confirme´e de fac¸on de´finitive par les re´sultats de Torquato
(1997).
Notons pour finir que les re´sultats pre´ce´dents (1.41), (1.42) et (1.44) ne concernent
que des milieux biphasiques. Leur extension a` des milieux multiphasiques (Pham et
Torquato, 2003), ne´cessaire par exemple pour l’e´tude de milieux poreux insature´s, fait
apparaıˆtre de nouveaux parame`tres de microstructure, pour lesquels il semble peu
probable que les me´thodes de calcul astucieuses de´veloppe´es dans Miller et Torquato
(1990) s’appliquent.
***
Les travaux de Torquato montrent que dans une approche statistique (c’est-a`-dire
base´e sur les fonctions de corre´lation) du calcul des proprie´te´s macroscopiques, on
doit a` minima utiliser des bornes ou estimations a` 3 points, sans quoi les de´tails de la
microstructure (au-dela` des fractions volumiques de chaque phase) ne sont pas pris en
compte.
Ces bornes et estimations font intervenir de nouveaux parame`tres de microstructure
(par exemple, les ζα et ηα de´finis en (1.41) et (1.42)), dont l’estimation est en ge´ne´ral
complexe, et ne´cessite la mise en œuvre d’un calcul nume´rique (par simulation deMonte-
Carlo), sur un grand nombre de re´alisations. Si de tels calculs sont envisageables avec
des microstructures the´oriques (ge´ne´re´es nume´riquement), ils deviennent tre`s lourds
avec des microstructures re´elles (reconstructions tomographiques par exemple), pour
lesquelles l’e´valuation pre´cise des fonctions de corre´lation a` trois points est notoirement
difficile (Berryman, 1985).
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1.5 De´marche adopte´e
1.5.1 Proble´matique
Le travail pre´sente´ dans ce me´moire trouve son origine dans le constat que, malgre´
les intenses recherches dont les C–S–H font l’objet, leur microstructure a` l’e´chelle de
la dizaine de nanome`tres reste mal connue (voir paragraphe 1.1). Les techniques d’ob-
servation bidimensionnelles (microscopie e´lectronique a` transmission et a` balayage)
ayant montre´ leurs limites, il est naturel de chercher a` explorer la microstructure des
C–S–H a` l’aide de me´thodes re´ellement tridimensionnelles : la diffusion des rayons X
aux petits angles (chapitre 4) et la tomographie par microscopie X (chapitre 5). Deux
questions viennent alors imme´diatement a` l’esprit. Tout d’abord, peut-on, a` l’aide de
ces techniques, caracte´riser de fac¸on quantitative la microstructure des C–S–H? Surtout,
comment utiliser ensuite l’information ge´ome´trique obtenue, par exemple dans un calcul
de changement d’e´chelle ?
Ces deux questions sont intimement lie´es, et il est ne´cessaire de re´pondre a` la
deuxie`me pour pre´ciser la premie`re, en de´finissant les quantite´s qui doivent eˆtre me-
sure´es expe´rimentalement. C’est pourquoi les premiers chapitres de ce me´moire sont
de´die´s au de´veloppement de sche´mas d’homoge´ne´isation avance´s, semi-nume´riques.
Les sche´mas d’homoge´ne´isation classiques, base´s sur la solution d’Eshelby (voir para-
graphe 1.2.3), incorporent seulement les fractions volumiques, la forme et l’orientation
des inclusions : on souhaite aller plus loin dans ce travail, sans toutefois recourir a` un
calcul complet (par exemple, par e´le´ments finis ou de frontie`re).
Les de´tails fins de la microstructure jouent-ils un roˆle important sur les proprie´te´s
me´caniques macroscopiques ? Lorsque le comportement est non-line´aire, la re´ponse
est : assure´ment. Toutefois, avant de songer a` appliquer un nouveau sche´ma d’ho-
moge´ne´isation dans le domaine non-line´aire, encore faut-il s’assurer de son bien-fonde´
dans le domaine line´aire. Or, les calculs pre´liminaires du paragraphe 1.2.4 indiquent que
les caracte´ristiques e´lastiques macroscopiques sont peu sensibles a` une variation de la mi-
crostructure. Comment alors valider les de´veloppements propose´s ? On constate en fait
que la poroe´lasticite´ constitue une bonne approche, puisque le proble`me a` re´soudre reste
line´aire, et que les proprie´te´s poroe´lastiques macroscopiques (coefficients de Biot par-
tiels) sont beaucoup plus sensibles a` la distribution de taille de pores que les proprie´te´s
e´lastiques macroscopiques.
La de´termination des coefficients poroe´lastiques macroscopiques d’un milieu dont
la distribution de taille de pores est e´tendue semble bien e´loigne´e de la question ini-
tiale. C’est pourtant ce proble`me qui permettra d’e´tablir l’aptitude de la me´thode semi-
nume´rique d’homoge´ne´isation propose´e dans les chapitres 2 et 3 a` prendre en compte
les de´tails fins de la microstructure d’un milieu he´te´roge`ne donne´.
Il faut signaler pour clore ce paragraphe que la majeure partie de ce manuscrit
admet pour la microstructure des C–S–H l’hypothe`se « granulaire11 ». Autrement dit, on
conside`re que les C–S–H sont constitue´s d’une assemble´e d’objets e´le´mentaires, la forme
de ces objets ainsi que leur organisation les uns par rapport aux autres restant a` pre´ciser.
11Cette appellation est tre`s inapproprie´e, puisqu’elle se re´fe`re uniquement a` la ge´ome´trie, pas au
comportement – les grains e´tant ici soude´s les uns aux autres (adhe´rence parfaite).
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1.5.2 Strate´gie retenue pour les calculs d’homoge´ne´isation
Les parame`tres d’entre´e des sche´mas d’homoge´ne´isation classiques sont les fractions
volumiques, ainsi que les formes et orientations des inclusions ; il s’agit d’informations
statistiques a` un point, et il est naturel de chercher a` enrichir ces sche´mas en incluant
dans les estimations des fonctions de corre´lation a` deux points. Malheureusement, les
travaux de Hashin et Shtrikman (1962, 1963), confirme´s par ceux de Torquato (1997),
montrent qu’une telle de´marche est vaine, puisque les bornes et estimations a` deux
points ne permettent pas de distinguer deux microstructures diffe´rentes, du moment
qu’elles sont toutes deux isotropes, et ont meˆme composition (voir paragraphe 1.3.4).
On voit donc qu’il faut a minima se tourner vers des bornes et estimations a` trois
points (aborde´es au paragraphe 1.4). Dans le cas simple de milieux biphasiques, ces
bornes et estimations font intervenir les parame`tres de Milton ηα et ζα ; avec pour ligne
de mire la poroe´lasticite´, les estimations a` n points de Torquato (1997) ont e´te´ e´tendues
aux milieux multiphasiques12, pre´contraints13. Les re´sultats (non pre´sente´s ici) font alors
intervenir des parame`tres ge´ome´triques similaires aux parame`tres de Milton, et dont
l’e´valuation passe par des calculs ge´ome´triques lourds sur des re´alisations individuelles
du milieu he´te´roge`ne conside´re´.
C’est la raison pour laquelle l’approche consistant a` e´valuer des bornes ou estimations
a` trois points ou plus a e´te´ tre`s toˆt abandonne´e dans ce travail. Puisqu’il est de toutes
fac¸ons ne´cessaire de ge´ne´rer des re´alisations du milieu he´te´roge`ne, pourquoi ne pas
proce´der a` un calcul me´canique (re´solution approche´e du proble`me e´le´mentaire (1.2a) –
(1.2d)), plutoˆt qu’a` un calcul ge´ome´trique14, sur ces re´alisations ? Bien que plus exigeante
en termes de sollicitation du processeur, cette nouvelle approche jouit d’une formulation
simple, qu’il est facile d’enrichir (alors que le passage d’une estimation a` trois points
a` une estimation a` quatre points fait croıˆtre le nombre et la complexite´ des parame`tres
ge´ome´triques a` calculer, et que l’expression de bornes et estimations a` cinq points reste a`
e´tablir).
Les chapitres 2 et 3 sont donc consacre´s a` l’expose´ de la me´thode dite des inclusions
polarise´es, qui permet de re´soudre de fac¸on approche´e le proble`me e´le´mentaire de mi-
crome´canique (1.2a) – (1.2d). Dans ce me´moire, les approches variationnelles (dont la
supe´riorite´ sur la discre´tisation directe de la formulation forte du proble`me a` re´soudre
n’est plus a` prouver15) seront syste´matiquement privile´gie´es. On dispose alors a priori de
trois principes variationnels : le principe duminimum de l’e´nergie potentielle, le principe
duminimum de l’e´nergie comple´mentaire, et le principe variationnel de Hashin et Shtrik-
man (1962). Les champs-test conside´re´s dans les deux premiers principes doivent ve´rifier
des conditions qu’il peut eˆtre difficile de satisfaire dans un milieu fortement he´te´roge`ne,
sans augmenter induˆment le nombre de degre´s de liberte´ ; ces champs doivent de plus
eˆtre de´finis en tout point du domaine Ω. Ce n’est pas le cas du principe de Hashin et
12Un milieu poreux insature´ peut eˆtre conside´re´ comme un milieu triphasique, constitue´ de la phase
solide, de la partie du re´seau poreux sature´e en fluide non-mouillant, et de celle sature´e en fluide mouillant.
13La pression des divers fluides remplissant le re´seau poreux peut en effet eˆtre conside´re´e comme une
pre´contrainte, (Chateau et Dormieux, 2002; Dormieux et coll., 2006).
14Au sens ou` seules les fonctions de corre´lations sont calcule´es a` partir des re´alisations, les estimations
me´caniques e´tant alors de´duites de formules analytiques faisant explicitement intervenir ces fonctions de
corre´lation.
15Que l’on pense seulement au match e´le´ments finis – diffe´rences finies, ou encore, au chapitre 6 de ce
me´moire, FFT-LS – FFT-HS.
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Shtrikman, pour lequel aucune condition n’est impose´e au champ de polarisation ; de
plus, si le milieu de re´fe´rence est confondu avec la matrice, la polarisation ne doit eˆtre
de´finie que dans les inclusions (domaines borne´s de l’espace), et des fonctions de forme
par inclusion peuvent eˆtre adopte´es. Compte-tenu de ses avantages, c’est donc ce principe
qui est retenu pour la formulation d’un calcul me´canique approche´.
Il peut sembler paradoxal de s’obstiner a` invoquer le principe de Hashin et Shtrikman
(1962), alors que les bornes de Hashin et Shtrikman (1963) ne permettent justement pas
de re´pondre a` la question pose´e. Il faut toutefois garder a` l’esprit (voir paragraphe 1.3.4)
que ces bornes re´sultent d’une forme tre`s affaiblie du principe (1.18). Les champs de
polarisation conside´re´s sont en effet rudimentaires, et l’optimisation de la borne est
effectue´e « en moyenne », et non configuration par configuration. Rien n’interdit donc
de penser que, en de´passant ces deux simplifications, une ame´lioration significative des
bornes obtenues soit constate´e.
1.5.3 Organisation du me´moire
Comme on l’a vu pre´ce´demment, l’essentiel de ce travail consiste a` proposer des
estimations pre´cises des proprie´te´s me´caniques macroscopiques d’une assemble´e d’in-
clusions, dont la forme et la distribution sont pre´cise´es expe´rimentalement.
La me´thode des inclusions polarise´es, propose´e pour proce´der aux changements
d’e´chelle, est formule´e dans le chapitre 2, dans le cadre de l’e´lasticite´ line´aire. Sous sa
forme la plus simple (champs de polarisation constants par inclusion), elle se montre peu
sensible aux de´tails de la microstructure. Un cadre ge´ne´ral, permettant l’extension a` des
champs de polarisation plus complexe est toutefois introduit. Les re´sultats pre´liminaires
pre´sente´s indiquent que la me´thode gagnerait en pre´cision avec des champs de pola-
risation polynoˆmiaux par inclusion. Le cadre me´thodologique retenu pour effectuer
des calculs statistiques sur un grand nombre de re´alisations est e´galement de´fini ; une
attention particulie`re est accorde´e a` l’extrapolation des re´sultats dans la limite des grands
volumes.
Les techniques de polarisation sont e´tendues aux milieux e´lastiques pre´contraints
dans le chapitre 3. Les milieux poreux, sature´s ou non, constituent un cas particulier
de milieux pre´contraints ; comme attendu (voir paragraphe 1.2.4), les coefficients de
Biot partiels, tels qu’estime´s par la me´thode des inclusions polarise´es, sont sensibles a` la
taille des pores. Dans sa forme la plus simple, la me´thode n’est toutefois pas pre´dictive,
comme le montre une comparaison a` des calculs de re´fe´rence par e´le´ments finis.
Disposant d’une technique de changement d’e´chelle qui permet de prendre en
compte explicitement la forme et la distribution des inclusions, on tente au chapitre 4
de construire des assemble´es tridimensionnelles d’objets e´le´mentaires, qui pourraient
repre´senter les C–S–H du ciment, et faire ensuite l’objet de calculs d’homoge´ne´isation.
La technique expe´rimentale utilise´e est la diffusion des rayons X aux petits angles, ce
qui peut paraıˆtre paradoxal dans le cadre de ce travail, puisque cette technique ne donne
acce´s (dans l’espace de Fourier) qu’aux corre´lations a` deux points dans l’e´chantillon, et
que celles-ci sont notoirement insuffisantes pour l’objectif fixe´. Le spectre de diffusion
n’est cependant utilise´ dans ce chapitre qu’en conjonction avec d’autres hypothe`ses
morphologiques fortes (forme des objets e´le´mentaires, fraction volumique), et n’ap-
paraıˆt donc que comme une fac¸on de contraindre la reconstruction envisage´e. L’apport
the´orique essentiel de ce chapitre est la mise au point d’une me´thode rigoureuse (dont
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les effets de taille sont maıˆtrise´s) pour le calcul nume´rique du spectre de diffusion d’une
distribution quelconque de matie`re. Cette me´thode serait le point cle´ d’un algorithme de
reconstruction base´ sur la diffusion aux petits angles ; malheureusement, la puissance
des ordinateurs actuels ne permet pas la mise en œuvre d’une telle reconstruction sur des
applications re´alistes. Cependant, les me´thodes mises au point ici permettent de montrer
qu’une morphologie « granulaire » des C–S–H est peu probable. En effet, la compacite´
des C–S–H est telle que les grains n’auraient qu’une latitude limite´e pour se re´organiser
suivant le spectre tre`s particulier (alge´brique) qui est mesure´ expe´rimentalement.
Afin de confirmer les conclusions du chapitre 4, une observation directe des C–S–H,
a` l’e´chelle de quelques dizaines de nanome`tres, paraissait ne´cessaire. Le chapitre 5
pre´sente des expe´riences de tomographie par microscopie X effectue´es sur le synchro-
tron Bessy II a` Berlin (ligne de lumie`re U41) : il s’agit dans le domaine des mate´riaux
cimentaires d’une premie`re mondiale, et les travaux pre´sente´s dans ce chapitre sont
tre`s exploratoires. Leur but est de proposer une reconstruction tridimensionnelle de
l’e´chantillon, a` partir d’une se´rie de projections sous des angles diffe´rents. La rotation
comple`te dans le faisceau n’e´tant pas possible, on s’inspire ici des nombreuses tech-
niques de´veloppe´es pour la tomographie e´lectronique, dont la pre´sente expe´rience se
distingue toutefois par l’e´paisseur importante de l’e´chantillon. Cette e´paisseur constitue
en effet une difficulte´ supple´mentaire, tant pour l’alignement des projections, que pour la
reconstruction tomographique. A l’issue d’une e´valuation aussi exhaustive que possible
des algorithmes disponibles, ce chapitre de´gage une strate´gie applicable aux donne´es
acquises a` Bessy II. Bien que la re´solution atteinte ne permette pas de re´pondre de fac¸on
de´finitive aux questions relatives a` la microstructure des C–S–H, les reconstructions
ne contredisent pas les conclusions du chapitre 4. Ainsi, le mode`le de Dijon est mis
en de´faut par la pre´sente expe´rience, puisque les objets e´le´mentaires (60× 30× 5 nm3)
devraient eˆtre observe´es ici.
Si la phase C–S–H n’est pas un milieu granulaire, mais un continuum dont le spectre
de diffusion est duˆ aux fluctuations locales de densite´, alors la me´thode des inclusions
polarise´es n’est plus pertinente pour calculer ses proprie´te´s me´caniques macroscopiques.
Il devient ne´cessaire d’avoir recours a` des me´thodes « exactes » ; l’homoge´ne´isation
par transforme´e de Fourier discre`te (FFT-LS) est particulie`rement bien adapte´e a` la
re´solution de ce proble`me. Cette me´thode est base´e sur la discre´tisation de l’e´quation
de Lipmmann-Schwinger (1.12) ; compte-tenu des liens e´troits entre cette dernie`re et le
principe variationnel de Hashin et Shtrikman (1.18), et de l’expe´rience acquise dans les
chapitres 2 et 3, une question s’est naturellement pose´e : est-il possible de reformuler cette
me´thode nume´rique dans un cadre variationnel ? La re´ponse est oui, mais ce qui n’e´tait
au de´part qu’une re´cre´ation acade´mique a rapidement mis en lumie`re une alternative
tre`s se´duisante a` la me´thode FFT-LS traditionnelle, a` tel point qu’elle a e´te´ incluse dans
ce me´moire, au chapitre 6. Des bornes analytiques rustiques aux bornes nume´riques
« exactes », en passant par des bornes semi-analytiques, la preuve est ainsi faite de la
polyvalence du principe de Hashin et Shtrikman.
Finalement, les annexes A a` G regroupent des comple´ments et calculs qui ne trou-
vaient pas leur place dans le texte principal. Ainsi, l’annexe A revient sur deux outils
utilise´s de fac¸on re´currente dans l’imple´mentation des me´thodes propose´es ici : la
repre´sentation de Voigt des tenseurs syme´triques d’ordres deux et quatre, et la base
de Walpole de l’espace des tenseurs pre´sentant une syme´trie de re´volution. Les pro-
prie´te´s essentielles de l’ope´rateur de Green d’ordre quatre, sur lequel reposent toutes les
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me´thodes d’homoge´ne´isation propose´es ici, sont rappele´es dans l’annexe B. L’annexe
C de´taille les calculs pre´liminaires dont les re´sultats sont rassemble´s au paragraphe
1.2.4. Ces calculs ne sont pas originaux, mais ils sont pre´sente´s sous une forme qui en
facilite l’exploitation. Dans l’annexe D sont pre´sente´s des calculs originaux essentiels
pour enrichir la me´thode des inclusions polarise´es des chapitres 2 et 3. Des de´tails
concernant certains calculs du chapitre 3 sont donne´s dans l’annexe E. Le lecteur peu
familier de cette technique trouvera dans l’annexe F quelques comple´ments physiques
relatifs a` la diffusion des rayons X aux petits angles ; en outre, de nombreux de´tails
algorithmiques concernant le calcul nume´rique du spectre de diffusion sont donne´s.
Enfin, des comple´ments concernant les me´thodes d’alignement et de reconstruction sont
fournis dans l’annexe G.
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Chapitre 2
La me´thode des inclusions
polarise´es
Nous avons montre´ au chapitre 1 que, dans le but de discriminer deux microstruc-
tures diffe´rentes, mais de meˆme composition (fractions volumiques identiques), il fallait
renoncer a` une pre´diction des proprie´te´s me´caniques macroscopiques base´e sur les
fonctions de corre´lation, au profit d’un calcul me´canique (e´ventuellement simplifie´),
configuration par configuration.
En effet, les seules fonctions de corre´lation a` deux points constituent une information
insuffisante, tandis que les fonctions de corre´lation a` trois points conduisent a` l’introduc-
tion de descripteurs ge´ome´triques dont l’e´valuation est complexe, et ne´cessite dans tous
les cas un calcul nume´rique sur une se´rie de re´alisations du milieu conside´re´.
Dans la perspective du « tout nume´rique », un calcul par e´le´ments finis (Gusev, 1997;
Roberts et Garboczi, 2002; Kanit et coll., 2003; Toulemonde et coll., 2008) ou encore par
transforme´e de Fourier discre`te (Moulinec et Suquet, 1994; Bilger et coll., 2007; Idiart
et coll., 2009) est sans doute la premie`re ide´e qui vienne a` l’esprit. En pratique, elle est
toutefois limite´e a` l’e´tude de quelques configurations, les temps de calcul ne´cessaires,
tant pour sa pre´paration (construction du maillage) que pour la re´solution du proble`me
me´canique proprement dit, e´tant re´dhibitoires.
Meˆme si ces conside´rations mate´rielles pouvaient eˆtre de´passe´es, l’analyse des
re´sultats obtenus serait alors tre`s complexe. En effet, les me´thodes de calcul e´voque´es
ci-dessus sont « exactes » (a` la discre´tisation pre`s), mais ne permettent donc que difficile-
ment d’isoler, dans la description comple`te de la microstructure et de son comportement
local, les parame`tres de´terminant son comportement macroscopique.
Ainsi, tant des points de vue pratique que the´orique, le besoin d’un solveurme´canique
simplifie´ se fait sentir. D’une fac¸on ge´ne´rale, on peut distinguer deux approches pour la
mise au point d’un sche´ma de re´solution nume´rique d’une e´quation donne´e.
La premie`re approche, plus intuitive, consiste en une discre´tisation directe de cette
e´quation, qui n’est alors plus ve´rifie´e que de fac¸on approximative (par exemple, pour un
nombre discret de points). L’inconve´nient d’une telle approche re´side dans le fait que
les proprie´te´s (convergence, stabilite´) du sche´ma ainsi obtenu sont souvent difficiles a`
e´tablir.
Dans la deuxie`me approche, c’est la formulation variationnelle (lorsqu’elle existe) du
proble`me initial qui est conside´re´e. C’est ainsi qu’un proble`me d’e´galite´ est transforme´
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en un proble`me d’optimisation, qui est re´solu sur un sous-espace de dimension finie,
convenablement choisi, de l’espace auquel appartient la solution. Cette approche est
bien souvent plus fructueuse que la discre´tisation directe, puisqu’elle permet d’obtenir
aise´ment des re´sultats relatifs a` la convergence du sche´ma. Solution exacte et approche´e
peuvent e´galement eˆtre classe´es (au sens d’une certaine e´nergie).
Ainsi, en calcul des structures, la supe´riorite´ de la me´thode des e´le´ments finis sur
la me´thode des diffe´rences finies n’est plus a` de´montrer. La fonctionnelle (l’e´nergie
potentielle) que cette me´thode minimise est toutefois mal adapte´e aux mate´riaux for-
tement he´te´roge`nes, puisqu’elle ne´cessite la de´finition d’un champ de de´placement en
tout point du domaine conside´re´. Comme les fluctuations locales du de´placement sont
ge´ne´ralement importantes, un maillage tre`s fin est souvent ne´cessaire.
A l’inverse, dans un composite de type « matrice et inclusions » pour lequel on
choisit la matrice comme milieu de re´fe´rence, l’e´quation de Lippmann-Schwinger (voir
paragraphe 1.3.1) ne fait intervenir la polarisation que des seules inclusions (domaines
borne´s). Une repre´sentation fonctionnelle, par inclusion, du champ τ (x) inconnu devient
alors possible, et le nombre total de degre´s de liberte´ reste limite´.
Il paraıˆt donc souhaitable que la me´thode nume´rique cherche´e soit base´e sur la
formulation variationnelle de l’e´quation de Lippmann-Schwinger, c’est-a`-dire sur le prin-
cipe de Hashin et Shtrikman (1962), rappele´ au paragraphe 1.3.2. Reste alors seulement a`
pre´ciser l’espace d’optimisation.
Les de´veloppements du chapitre 1 ont permis de mettre en e´vidence les simplifi-
cations consenties par Willis (1977), notamment le fait que la polarisation n’e´tait pas
autorise´e a` varier au sein d’une meˆme phase. Un enrichissement prudent de l’espace
d’optimisation consiste a` conside´rer des champs de polarisation constants par inclusion.
Le nouveau proble`me d’optimisation – formule´ sur une re´alisation donne´e – reste suffi-
samment simple, tout en permettant la prise en compte du voisinage imme´diat d’une
inclusion donne´e. Par rapport aux bornes de Hashin et Shtrikman, on s’attend a` une
ame´lioration des estimations des proprie´te´s macroscopiques.
On obtient ainsi la me´thode des inclusions polarise´es, qui trouve son origine dans
la me´thode des amas (cluster method) propose´e par Molinari et el Mouden (1996), dont
elle constitue une re´e´criture dans un cadre variationnel. L’objet du pre´sent chapitre
est d’e´valuer cette me´thode, plus particulie`rement de de´terminer sa sensibilite´ a` la
description fine des microstructures auxquelles elle est applique´e.
Le paragraphe 2.1 pre´sente la formulation the´orique de la me´thode, ainsi que les
liens qu’elle entretient avec la me´thode de l’inclusion e´quivalente (Eshelby, 1957; Mo-
schovidis et Mura, 1975). En traitant au paragraphe 2.2 de fac¸on exhaustive le cas de
deux inclusions plonge´es dans un milieu infini, on montre son bien fonde´.
Le paragraphe 2.3, dans lequel sont conside´re´es des assemble´es d’inclusions sphe´ri-
ques constitue le cœur de ce chapitre. On sait (et nous le montrerons au chapitre 3) que
pour de telles microstructures, lorsque la fraction volumique occupe´e par les inclusions
devient importante, les modules d’e´lasticite´ macroscopiques s’e´cartent significativement
des bornes de Hashin et Shtrikman. Les calculs pre´sente´s dans ce paragraphe ont pour
objectif d’e´tablir la capacite´ de la me´thode des inclusions polarise´es a` rendre compte de
ce fait. Bien que les re´sultats nume´riques obtenus ne soient pas a` la hauteur des attentes,
ces calculs ont permis la validation d’une de´marche rigoureuse permettant le passage a`
la limite des « grands volumes ».
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La me´thode des inclusions polarise´es s’inscrivant dans un cadre variationnel, il
est facile d’en augmenter la pre´cision, en enrichissant le sous-espace d’optimisation
conside´re´. C’est ce qui est fait dans le paragraphe 2.4, dans lequel des polarisations
affines, puis quadratiques par inclusion sont successivement conside´re´es. Les re´sultats
sont encourageants, et semblent indiquer qu’une polarisation polynomiale de degre´
quatre constitue un bon compromis entre complexite´ du sche´ma et pre´cision des calculs.
Ces extensions de la me´thode des inclusions polarise´es sont simplement amorce´es ;
elles seraient inenvisageables sans les de´veloppements analytiques re´cents pre´sente´s au
paragraphe 2.4.3.
2.1 Pre´sentation de la me´thode
Dans ce paragraphe, la me´thode des inclusions polarise´es est formule´e mathe´matique-
ment. Le champ de polarisation conside´re´ e´tant constant par morceaux, les re´sultats du
paragraphe 1.3.3 s’appliquent. Leur pre´sentation est toutefois le´ge`rement modifie´e, afin
de tenir compte du roˆle privile´gie´ joue´ par la matrice.
2.1.1 Formulation du proble`me d’optimisation
2.1.1.1 Equations ge´ne´rales
On applique dans le pre´sent chapitre le principe de Hashin et Shtrikman a` une
assemble´e de N inclusions plonge´es dans une matrice (indice « m »). Les notations
adopte´es sont celles du paragraphe 1.2.1, l’indiceα = 1, . . . ,N de´signant ici le nume´ro de
l’inclusion conside´re´e. En privile´giant la matrice, la raideur locale du milieu he´te´roge`ne
s’e´crit
C (x) = Cm +
N
∑
α=1
χα (x− xα) (Cα − Cm) ,
ou` les fonctions indicatrices des inclusions sont, comme indique´ au paragraphe 1.2.1
rapporte´es a` leur centre de gravite´. Un milieu de re´fe´rence C0 plus rigide (ou plus souple)
que toutes les phases en pre´sence ayant pre´alablement e´te´ choisi, l’ine´galite´ (1.18) est
e´crite pour des champs de polarisation constants par inclusion
τ (x) = τm +
N
∑
α=1
χα (x− xα) (τα − τm) . (2.1)
Tous les raisonnements du paragraphe 1.3.3 restent vrais, en remplac¸ant les sommes
pour α entre 1 et P (nombre de phases) par des sommes pour α entre 1 et N + 1 (ce
dernier indice correspondant a` la matrice). En particulier, les relations suivantes, de´duites
de (1.22a) en particularisant la matrice, seront tre`s utiles
Aαm = −
N
∑
β=1
Aαβ, Amm =
N
∑
α=1
N
∑
β=1
Aαβ, (2.2)
ou` les tenseurs d’influence Aαβ, de´finis par (1.21), s’e´crivent ici
Aαβ = χαΓ0 ⊛ χβ =
1
|Ω|
∫
x,y∈Ω
χα (x− xα) χβ (y− xβ) Γ0 (x, y) d3 x d3 y, (2.3)
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puisqu’il a e´te´ convenu au paragraphe 1.2.1, dans le cas d’inclusions, de faire apparaıˆtre
explicitement dans leur fonction indicatrice, le centre xα. Les relations (2.2) sont intro-
duites dans l’expression (1.20) de la fonctionnelleH (en remplac¸ant P par N + 1), et on
obtient
H (τ1, . . . ,τN ,τm) = fmτm : E− 1
2
fmτm : (Cm − C0)−1 : τm +
N
∑
α=1
fατα : E
− 1
2
N
∑
α=1
fατα : (Cα − C0)−1 : τα − 1
2
N
∑
α=1
N
∑
β=1
(τα − τm) : Aαβ : (τβ − τm) , (2.4)
et l’ine´galite´ (1.18) s’e´crit ensuite, pour tout choix des tenseurs de polarisation τ1,. . . ,
τN , τm
1
2
E : Chom : E ≤ 1
2
E : C0 : E+H (τ1, . . . ,τN ,τm) . (2.5)
Finalement, le syste`me (1.23), qui traduit l’optimalite´ de la borne ci-dessus est mis
sous la forme suivante
fm (Cm − C0)−1 : τm −
N
∑
α=1
N
∑
β=1
Aαβ : (τβ − τm) = fmE, (2.6a)
fα (Cα − C0)−1 : τα +
N
∑
β=1
Aαβ : (τβ − τm) = fαE. (2.6b)
Notons (Willis, 1977) que, le milieu de re´fe´rence e´tant plus raide que toutes les
phases en pre´sence, la fonctionnelle H [τ ] est une forme quadratique de´finie positive.
Sa restriction aux champs de polarisation de la forme (2.1) est donc e´galement de´finie
positive, sur un espace vectoriel de dimension finie : elle admet un unique extre´mum, et
le syste`me pre´ce´dent est inversible. Soit τ
pim
1 , . . . ,τ
pim
N ,τ
pim
m la solution de ce syste`me ;
H vaut en ce point 1/2τpim : E, soit
1
2
E : Chom : E ≤ 1
2
E : C0 : E+
1
2
fmτ
pim
m : E+
1
2
N
∑
α=1
fατ
pim
α : E. (2.7)
Signalons que le sens de l’e´galite´ pre´de´dente est modifie´ si le milieu de re´fe´rence est
plus souple que les phases en pre´sence dans le composite.
2.1.1.2 Re´solution du syste`me
Contrairement a` l’approche de Willis (1977), dans laquelle le syste`me (2.6a), (2.6b)
est re´solu « en moyenne », la me´thode des inclusions polarise´es consiste a` re´soudre
nume´riquement, sur une configuration donne´e, le syste`me (2.6a), (2.6b). On en de´duit alors
la borne (2.7) sur l’e´nergie e´lastique macroscopique. En re´pe´tant le calcul pour divers
choix de la de´formation macroscopique E, on obtient finalement une borne sur le tenseur
d’e´lasticite´ homoge´ne´ise´ 〈Chom〉 (voir paragraphe 1.3.3.2).
En pratique, les polarisations τ
pim
1 , . . . ,τ
pim
N ,τ
pim
m inconnues sont organise´es dans un
unique vecteur colonne (comportant 6 (N + 1) lignes), le calcul s’organise de la fac¸on
suivante (la forme des inclusions, ainsi que leur position sont spe´cifie´es par l’utilisateur)
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– assemblage de la matrice d’influence : c’est la matrice du syste`me (2.6a), (2.6b),
constitue´e par les tenseurs d’influence Aαβ,
– inversion du syste`me (2.6a), (2.6b),
– estimation de la borne optimale (2.7).
Les dimensions du syste`me a` inverser e´tant tre`s limite´es, il est possible d’effectuer les
calculs pre´ce´dents sur des microstructures de grande taille. Il faut toutefois remarquer
que, contrairement par exemple a` la me´thode des e´le´ments finis, la matrice obtenue n’est
pas creuse (toutes les inclusions inte´ragissent les unes avec les autres).
2.1.1.3 Estimations par la me´thode des inclusions polarise´es
La me´thode pre´sente´e fournit une borne rigoureuse sur la raideur e´lastique macrosco-
pique du milieu conside´re´ ; il s’agit d’une proprie´te´ globale. Chaque inclusion e´tant traite´e
individuellement, on peut e´galement utiliser les re´sultats du calcul (2.6a), (2.6b) pour
obtenir des estimations locales des divers champs me´caniques. Ce faisant, on renonce a`
tout statut de borne concernant ces grandeurs.
τ (x) e´tant le champ de polarisation (2.1) de´termine´ par inversion du syste`me (2.6a),
(2.6b), on a vu au paragraphe 1.3.2 qu’une bonne estimation des de´formations e´tait
donne´e par la relation
ε (x) = E− (Γ0 ⊛τ) (x) , (2.8)
soit, en introduisant (2.1)
ε (x) = E−
N
∑
β=1
∫
Ω
χβ (y) Γ0 (x, y) : (τβ − τm) d3 y.
En d’autres termes, les de´formations en un point x sont obtenues par superposition
des solutions de N proble`mes d’Eshelby. L’estimation εα des de´formations moyennes sur
l’inclusionα prend alors une forme particulie`rement simple, puisque l’inte´gration de la
relation pre´ce´dente et la de´finition (2.3) conduisent a`
εα = E− 1
fα
N
∑
β=1
Aαβ : (τβ − τm) ,
qui se simplifie a` l’aide de la condition de stationnarite´ (2.6b)
εα = (Cα − C0)−1 : τα . (2.9)
L’expression ci-dessus, qui n’est qu’une estimation, est naturelle compte-tenu du lien
entre polarisation et de´formation locales (1.8).
2.1.2 Lien avec d’autres me´thodes
La me´thode des inclusions polarise´es est tre`s proche de la me´thode de l’inclusion
e´quivalente, introduite par Eshelby (1957), dont on adopte dans ce paragraphe la termi-
nologie. Ainsi, une inhomoge´ne´ite´ de´signe ici un domaine dont les proprie´te´s e´lastiques
locales diffe`rent de celles de la matrice dans laquelle elle est immerge´e. A l’inverse, une
inclusion de´signe un domaine de l’espace posse´dant les meˆmes proprie´te´s e´lastiques que
la matrice, mais soumis a` une de´formation impose´e.
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La me´thode de l’inclusion e´quivalente consiste a` remplacer toutes les inhomoge´ne´ite´s
d’un milieu he´te´roge`ne par des inclusions, la de´formation impose´e a` chaque inclusion
e´tant choisie de fac¸on a` assurer l’e´quivalence entre les proble`mes re´el et associe´. Par cette
me´thode, Eshelby (1957) a re´solu le proble`me auquel on a par la suite donne´ son nom : il
s’agit d’une inhomoge´ne´ite´ ellipsoı¨dale, plonge´e dans une matrice homoge`ne infinie.
Eshelby montre ainsi que si le de´placement a` l’infini est homoge`ne, alors la de´formation
est uniforme dans l’inhomoge´ne´ite´.
Malgre´ la paternite´ incontestable de Eshelby, il faut reconnaıˆtre a` Moschovidis et
Mura (1975) l’ide´e de son extension a` des populations d’inhomoge´ne´ite´s, pour lesquelles
ces auteurs sont a` l’origine de la re`gle de fermeture des e´quations encore en usage
aujourd’hui. D’abord teste´e sur deux inhomoge´ne´ite´s ellipsoı¨dales (Moschovidis et
Mura, 1975), elle est ensuite utilise´e pour calculer l’e´tat de contrainte d’un nombre plus
e´leve´ d’inhomoge´ne´ite´s (Rodin et Hwang, 1991).
Toute de´formation impose´e peut eˆtre associe´e a` une pre´contrainte (une polarisation),
et les fondements de la me´thode de l’inclusion e´quivalente sont donc pre´sente´s ici
dans un contexte de polarisation, afin d’en faciliter la comparaison avec la me´thode
de´veloppe´e dans ce chapitre. On conside`re donc comme pre´ce´demment N inhomoge´ne´-
ite´s plonge´es dans une matrice homoge`ne infinie, de raideur Cm. En choisissant pour
milieu de re´fe´rence la matrice elle-meˆme, le champ de polarisation τ (x) a` l’e´quilibre
(sous l’effet de la de´formation a` l’infini E∞) satisfait l’e´quation de Lippmann-Schwinger
(1.13)
[C (x)− Cm]−1 : τ (x) + (Γ∞m ∗ τ) (x) = E∞, x ∈ Ω1 ∪ · · · ∪ΩN ,
la polarisation e´tant nulle dans la matrice. Notant τ (x) = τα (x− xα) la polarisation
dans l’inclusion Ωα, on obtient N e´quations fonctionnelles dont les inconnues sont a`
support borne´, connexe
(Cα − Cm)−1 : τα (x− xα) +
N
∑
β=1
∫
y∈Ωβ
Γ
∞
m (x− y) : τβ (y− xβ) d3 y = E, x ∈ Ωα .
(2.10)
La me´thode de l’inclusion e´quivalente consiste a` chercher une expression approche´e
des fonctions τα, sous la forme d’un polynoˆme de degre´ T
τα (x) =
T
∑
m=1
∑
p1+p2+p3=m
1
p1!
1
p2!
1
p3!
x
p1
1 x
p2
2 x
p3
3 τ
p1p2p3
α ,
qui est introduite dans les e´quations (2.10)
T
∑
m=1
∑
p1+p2+p3=m
1
p1!
1
p2!
1
p3!
(x1 − x1,α)p1 (x2 − x2,α)p2 (x3 − x3,α)p3 (Cα − Cm)−1 : τ p1p2p3α
+
N
∑
β=1
T
∑
n=1
∑
q1+q2+q3=n
U
q1q2q3
β (x− xβ) : τ q1q2q3β = E∞, x ∈ Ωα , (2.11)
en de´finissant les tenseurs d’influence
U
p1p2p3
α (x) =
∫
y∈R3
χβ (y) y
p1
1 y
p2
2 y
p3
3 Γ
∞
m (x− y) d3 y,
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dont il existe des expressions analytiques (Ferrers, 1877; Dyson, 1891).
Les e´quations (2.11) (surabondantes) ne sont en ge´ne´ral pas solubles exactement. Mo-
schovidis et Mura (1975) proposent de de´velopper les tenseurs d’influence en se´rie
de Taylor d’ordre T, et d’identifier ainsi terme a` terme les inconnues τ
p1p2p3
α . Plus
pre´cise´ment, on e´crit tout d’abord
U
q1q2q3
β (x− xβ) ≃
T
∑
m=1
∑
p1+p2+p3=m
1
p1!
1
p2!
1
p3!
(x1 − x1,α)p1 (x2 − x2,α)p2 (x3 − x3,α)p3
∂p1
∂x
p1
1
∂p2
∂x
p2
2
∂p3
∂x
p3
3
U
q1q2q3
β (xα − xβ) ,
que l’on inse`re dans (2.11), tous les monomes de degre´ supe´rieur ou e´gal a` un devant
eˆtre nuls
(Cα − Cm)−1 : τ p1p2p3α +
N
∑
β=1
T
∑
n=1
∑
q1+q2+q3=n
∂p1
∂x
p1
1
∂p2
∂x
p2
2
∂p3
∂x
p3
3
U
q1q2q3
β (xα − xβ) : τ q1q2q3β
=
{
E∞ si p1 = p2 = p3 = 0,
0 sinon.
(2.12)
Lorsque T = 0 (polarisation constante par inclusion), le syste`me (2.12) est formel-
lement semblable a` (2.6b) (avec C0 = Cm, τm = 0), mais l’expression des tenseurs
d’influence diffe`re. Ainsi, dans la me´thode de l’inclusion e´quivalente, ceux-ci sont ob-
tenus par collocation par points, tandis que dans la me´thode de´crite dans ce chapitre, ils
sont de´duits d’une approche variationnelle.
De meˆme, pour des polarisations polynomiales de degre´ T ≥ 1, on constate que les
tenseurs d’influence de la me´thode de l’inclusion e´quivalente s’obtiennent par de´rivation
du tenseur U
p1p2p3
α , tandis que ceux de la me´thode des inclusions polarise´es sont calcule´s
par inte´gration de ce tenseur.
Cette diffe´rence, en apparence minime, a des conse´quences importantes quant a` la
convergence de chaque me´thode. Comme le font remarquer plusieurs auteurs (Fond
et coll., 2001; Benedikt et coll., 2006), rien ne garantit dans la me´thode de l’inclusion
e´quivalente que l’augmentation de l’ordre T conduise a` de meilleurs re´sultats. Benedikt
et coll. (2006) constatent meˆme le contraire dans certains cas. Son origine variationnelle
permet a` l’inverse d’assurer la convergence de la me´thode des inclusions polarise´es (voir
paragraphe 2.4).
La me´thode de l’inclusion e´quivalente pre´sente un autre de´faut : dans sa formulation
initiale, les conditions aux limites correspondent a` un nombre fini d’inhomoge´ne´ite´s,
plonge´es dans une matrice d’extension infinie (un tel choix permettant l’utilisation
de l’ope´rateur Γ∞m ). Fond et coll. (2002) font partie des premiers auteurs a` tenter de
traiter rigoureusement ce proble`me. Ce faisant, ils introduisent toutefois une sphe`re
d’interaction (les tenseurs d’influence de deux inclusions ne sont pas calcule´s si leur
distance est supe´rieure au rayon de cette sphe`re), en omettant le terme correctif (faisant
intervenir le tenseur de Hill de la sphe`re d’interaction).
Paralle`lement a` la me´thode de l’inclusion e´quivalente, Molinari et el Mouden (1996)
ont de´veloppe´ la me´thode des amas (cluster method), qui a constitue´ la principale source
d’inspiration de la me´thode des inclusions polarise´es. Dans son principe, la me´thode des
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amas est similaire a` la me´thode de l’inclusion e´quivalente. Toutefois, au lieu d’imposer
au champ de polarisation cherche´ de satisfaire l’e´quation de Lippmann-Schwinger ponc-
tuellement (au droit du centre de chaque inclusion), ces auteurs conside`rent la moyenne
de cette e´quation par inclusion, obtenant ainsi une version affaiblie de l’e´quation de
Lippmann-Schwinger, a` laquelle on peut donner une justification variationnelle (qui
constitue l’originalite´ du pre´sent travail). Le syste`me line´aire propose´ par Molinari et
el Mouden est quasiment identique a` (2.6a) et (2.6b), a` ceci pre`s que le traitement des
conditions aux limites (pseudo-pe´riodicite´, sphe`re d’interaction) ne permet pas d’assurer
le caracte`re de borne des re´sultats obtenus.
Pour finir, signalons la me´thode multiparticle effective field (Buryachenko, 2001), dont
le point de de´part est e´galement le choix d’une polarisation constante par inclusion. Les
auteurs mettent en e´vidence une hie´rarchie d’e´quations faisant intervenir les moments
statistiques d’ordre successif du champ de de´formation. L’introduction d’hypothe`ses
statistiques ad hoc (dont il est difficile d’e´valuer la signification physique) permet la
fermeture et l’inversion de cette hie´rarchie d’e´quations, les re´sultats relatifs aux modules
e´lastiques macroscopiques e´tant alors analytiques (leur expression fait intervenir la
fonction de distribution radiale). Cette me´thode, qui n’a pas de statut variationnel, a e´te´
e´carte´e dans le pre´sent travail, du fait notamment des difficulte´s que son enrichissement
soule`ve.
2.1.3 Imple´mentation pratique
2.1.3.1 Choix du milieu de re´fe´rence
Il sera commode de choisir la matrice comme milieu de re´fe´rence, lorsque celle-ci
est la phase la plus souple ou la plus raide. L’utilisation directe de la relation (1.14) pose
alors proble`me, du fait de la diffe´rence Cm − C0, qui est singulie`re. On montre toutefois
aise´ment que la solution du syste`me (2.6a), (2.6b) est telle que τm → 0 lorsque C0 → Cm,
et que τ1, . . . ,τN satisfont les N e´quations (2.6b) dans lesquelles on a pris τm ≡ 0.
En d’autres termes, lorsque le milieu de re´fe´rence est confondu avec la matrice, on
le`ve l’inde´termination des e´quations en ne polarisant pas celle-ci.
2.1.3.2 Calcul des tenseurs d’influence
L’inte´reˆt de la me´thode des inclusions polarise´es tient au fait qu’elle est semi-
analytique, au sens ou` une expression ferme´e existe pour les tenseurs d’influence Aαβ
(au moins pour des sphe`res). Le calcul nume´rique ne porte donc que sur l’assemblage
du syste`me et son inversion ; il est de ce fait tre`s rapide.
Ces remarques ne sont toutefois vraies que dans la limite des grands volumes Ω,
ou` l’ope´rateur de Green (local) du domaine fini Ω peut eˆtre remplace´ par l’ope´rateur
de Green du milieu infini par l’interme´diaire de la relation (1.31) (Willis, 1977). On
supposera par la suite le domaine Ω ellipsoı¨dal, auquel cas (1.32) s’applique. Le tenseur
d’influence Aαβ (2.3) s’e´crit alors
Aαβ = fα fβ [|Ω|Tαβ (xβ − xα)− PΩ] , (2.13)
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ou` Tαβ est un tenseur d’ordre quatre de´pendant de la forme des deux inclusions Ωα et
Ωβ, ainsi que de leur se´paration r = xβ − xα
Tαβ (r) =
1
|Ωα| |Ωβ|
∫
x,y∈R3
χα (x) χβ (y) Γ
∞
0 (y− x+ r) d3 x d3 y, (2.14)
avec la relation e´vidente
Tβα (r) = Tαβ (−r) . (2.15)
Notons de`s a` pre´sent que le formalisme pre´ce´dent ne se preˆte bien qu’au cas ou` les
recouvrements entre inclusions ne sont pas autorise´s. Dans ce cas, siα 6= β, les domaines
d’inte´gration en x et y sont disjoints, et la singularite´ de l’ope´rateur de Green n’est pas
active´e. Par ailleurs, siα = β, on a alors par hypothe`se r = 0, et
Tαα (0) =
1
|Ωα|Pα , Aαα = fα (Pα − fαPΩ) , (2.16)
ou` Pα de´signe le tenseur de Hill de l’inclusionα, suppose´e ellipsoı¨dale. En inse´rant (2.13)
et (2.16) dans (2.6a), on obtient la nouvelle e´quation
fm (Cm − C0)−1 : τm −
N
∑
α=1
fα [Pα − (1− fm) PΩ] : (τα − τm)
− |Ω|
N
∑
α=1
N
∑
β=1
β 6=α
fα fβTαβ (xβ − xα) : (τβ − τm) = fmE, (2.17a)
tandis que (2.6b) devient
fα (Cα − C0)−1 : τm + fα
[
(Cα − C0)−1 + Pα − fαPΩ
]
: (τα − τm)
+ fα
N
∑
β=1
β 6=α
fβ [|Ω|Tαβ (xβ − xα)− PΩ] : (τβ − τm) = fαE. (2.17b)
C’est le syste`me (2.17a), (2.17b) qui est finalement re´solu nume´riquement.
Le nouveau tenseur d’influence Tαβ ainsi introduit (2.14) apparaıˆt naturellement
dans le calcul de l’interaction de deux inclusions plastiques (Berveiller et coll., 1987),
ainsi que dans d’autres me´thodes semi-analytiques de´ja` e´voque´es au paragraphe 2.1.2
(Molinari et el Mouden, 1996; Buryachenko, 2001). Pour des inclusions sphe´riques de
rayons aα , aβ, il en existe des expressions analytiques (Berveiller et coll., 1987), qu’il est
commode de mettre sous la forme suivante
Tαβ (r) = Γ˜
∞
0 (r) +
3
(
a2α + a
2
β
)
40πµ0 (1− ν0) r5 (6K− 5F− 10G) , (2.18)
ou` aα de´signe le rayon de l’inclusion α, µ0 le module de cisaillement du milieu de
re´fe´rence, ν0 son coefficient de Poisson, K le tenseur de projection de´viatorique, et F et
G les cinquie`me et sixie`me tenseurs de la base de Walpole (1984) des tenseurs isotropes
transverses, de direction n = r/r (voir annexe A, paragraphe A.2).
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L’expression (2.18) appelle les commentaires suivants. Tout d’abord, pour des in-
clusions e´loigne´es l’une de l’autre, le tenseur d’influence Tαβ (r) se re´duit a` (la partie
re´gulie`re de) l’ope´rateur de Green d’ordre 4, ce qui e´tait pre´visible, puisque dans ce cas,
les inclusions peuvent eˆtre conside´re´es comme ponctuelles. Ensuite, on montre (voir
annexe D.3.2) que si l’origine xα, xβ des inclusions est place´e en leur centre de gravite´,
alors Tαβ − Γ∞0 est au plus en O(r−5) (le terme en r−4 est toujours nul) ; de plus, le
pre´facteur du terme en r−5 fait intervenir les inerties principales, donc la ge´ome´trie, des
deux inclusions.
Ainsi, la me´thode des inclusions polarise´es re´pond bien aux exigences relatives a` la
prise en compte de´taille´e de la microstructure, puisque la distance, la forme et la taille
des inclusions apparaissent dans l’expression du tenseur d’influence Tαβ. Quant aux
corre´lations de position ou d’orientation, elles interviennent e´galement implicitement
dans le calcul, puisque la me´thode ope`re sur des re´alisations du milieu he´te´roge`ne
conside´re´. Ces remarques qualitatives seront pre´cise´es quantitativement au paragraphe
2.2.
Notons pour finir que lorsque les inclusions ne sont pas sphe´riques, Berveiller et coll.
(1987) calculent le tenseur d’influence par transforme´e de Fourier. Ce calcul, nume´rique,
ne´cessite toutefois l’e´valuation d’inte´grales volumiques fortement oscillantes et est
donc relativement lourd, ce qui nuit a` l’efficacite´ globale de la me´thode des inclusions
polarise´es. Nous proposons en annexe D un calcul analytique approche´, dans l’espace
re´el.
2.1.3.3 Inversion du syste`me line´aire
Lorsque l’e´quation (2.17b) n’est pas simplifie´e par fα, on conserve au syste`me (2.17a),
(2.17b) son caracte`re syme´trique. De plus (Willis, 1977), la fonctionnelle H[τ ] e´tant
de´finie (positive ou ne´gative), la matrice de ce syste`me (qui correspond a` la restriction
de la fonctionnelleH aux polarisations constantes par inclusion) l’est e´galement. A la
me´thode de Gauss, on pre´fe´rera donc la me´thode du gradient conjugue´ pour inverser le
syste`me pre´ce´dent ; on constate expe´rimentalement que les temps de calcul sont alors
significativement re´duits.
2.2 Deux inclusions – Validation par e´le´ments finis
Dans ce paragraphe lame´thode des inclusions polarise´es (2.17a), (2.17b) est applique´e
au proble`me de l’interaction de deux inclusions e´lastiques identiques, plonge´es dans un
domaine sphe´rique Ω « grand ». Bien que simple, ce proble`me permet d’appre´hender
les performances de l’approche par polarisation, en confrontant les re´sultats a` ceux d’un
calcul par e´le´ments finis.
On note a le rayon commun aux deux inclusions, et r leur distance. Le domaine Ω est
une boule de rayon R, centre´e a` l’origine. Les deux inclusions Ω1 et Ω2 sont centre´es en
−r/2 et +r/2 respectivement, ou` r est un vecteur de norme |r| = r et dont la direction
sera pre´cise´e ulte´rieurement (voir figures 2.1 et 2.8).
On suppose les mate´riaux constitutifs de la matrice (raideur Cm) et des inclusions
(raideur Ci) bien ordonne´s, de sorte que l’on puisse choisir la matrice comme milieu
de re´fe´rence. La syme´trie du proble`me impose de plus que les deux inclusions soient
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polarise´es de la meˆme fac¸on, soit τ i ce tenseur de polarisation, la matrice n’e´tant bien
entendu pas polarise´e.
Dans ce qui suit, on notera
v = |Ω1| = |Ω2| , fi = v|Ω| , fm = 1− 2 fi,
respectivement le volume des inclusions, la fraction volumique occupe´e par chaque
inclusion, et la fraction volumique occupe´e par la matrice, ainsi que
P = P1 = P2 = PΩ, T (r) = T12 (r) ,
respectivement le tenseur de Hill d’une sphe`re plonge´e dans la matrice et le tenseur
d’influence des deux inclusions sphe´riques.
L’introduction – avec τm = 0 – de ces notations dans la relation ge´ne´rale (2.17b)
conduit a` la valeur suivante de la polarisation τ i
τ
pim
i =
[
(Ci − Cm)−1 + fmP+ vT (r)
]−1
: E,
qui de´pend explicitement de la distance r entre les deux inclusions.
Afin que l’utilisation de l’approximation (1.31) soit licite, le domaine Ω est « grand »
(les valeurs retenues pour le rayon R sont pre´cise´es dans les paragraphes qui suivent). La
notion de tenseur d’e´lasticite´ homoge´ne´ise´ n’a alors plus vraiment de sens (car fi → 0),
et la validite´ de l’approche par polarisation est donc plutoˆt teste´e sur l’approximation
(2.9) des de´formations moyennes ε
pim
i au sein d’une inclusion
ε
pim
i = {I+ [ fmP+ vT (r)] : (Ci − Cm)}−1 : E. (2.19)
La formule pre´ce´dente pre´sente une remarquable similitude avec l’estimation dilue´e
des de´formations dans l’inclusion, donne´e par la solution d’Eshelby (1957)
ε
dil
i = [I+ P : (Ci − Cm)]−1 : E, (2.20)
les deux expressions coı¨ncidant bien entendu dans le cas ou` la se´paration entre les
inclusions est grande (r→ +∞)1. L’expression (2.19) peut donc eˆtre conside´re´e comme
une correction de l’expression (2.20), tenant compte de la proximite´ de la deuxie`me
inclusion. Le terme principal du tenseur d’influence T (r) e´tant en r−3, la perturbation
est en (a/r)3.
Dans ce qui suit, la formule pre´ce´dente est confronte´e a` un calcul par e´le´ments finis
dans des cas de´favorables (inclusions tre`s souples ou tre`s raides). Afin d’e´viter tout
proble`me nume´rique avec le calcul par e´le´ments finis, on se restreindra aux contrastes
de raideur finis suivants
Ei = 0.0001, νi = 0.2, Em = 1, νm = 0.3,
Ei = 100, νi = 0.2, Em = 1, νm = 0.3,
Ei (resp. Em) de´signant le module d’Young des inclusions (resp. de la matrice), et νi (resp.
νm) leur coefficient de Poisson. Le rayon des inclusions est pris conventionnellement
e´gal a` a = 0.5.
Une comparaison exhaustive est pre´sente´e en e´lasticite´ bidimensionnelle (de´forma-
tions planes). En e´lasticite´ tridimensionnelle, seuls quelques calculs (qui confortent les
conclusions e´tablies en deux dimensions) sont effectue´s.
1On rappelle que Ω est grand, et on peut donc conside´rer, en comparant (2.19) et (2.20), que fm ≃ 1.
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R
Ω
(− r2 , 0)
( r2 , 0)
a
a
Ω1
Ω2
e1
e2
FIG. 2.1: Interaction de deux inclusions circulaires dans un domaine circulaire, en
de´formations planes.
2.2.1 Calculs en e´lasticite´ bidimensionnelle
On se place ici en de´formations planes ; les calculs par e´le´ments finis peuvent alors
eˆtre effectue´s en un temps raisonnable, ce qui permet une exploration comple`te des
chargements (de´formation macroscopique E), ainsi que des ge´ome´tries (distance r entre
inclusions). Comme le montre la figure 2.1, la direction 1–1 est choisie de fac¸on a` ce que
r = re1 (l’axe 1–1 est confondu avec la ligne des centres des inclusions).
Des calculs ante´rieurs nous ont permis de constater que pour des structures fortement
he´te´roge`nes la qualite´ du re´sultat est pilote´e par celle de la discre´tisation des frontie`res.
Ainsi, en pre´sence de frontie`res courbes, les e´le´ments finis line´aires sont a` abandonner
au profit d’e´le´ments quadratiques, car pour un meˆme nombre de degre´s de liberte´, ces
derniers conduisent a` un re´sultat de qualite´ tre`s supe´rieure (la frontie`re e´tant mieux
approche´e) ; le maillage utilise´ ici fait donc appel a` des e´le´ments finis triangulaires a` six
nœuds, dont la taille est fixe´e a` a/16 au voisinage des inclusions, et R/16 au voisinage
de la frontie`re du domaine.
Compte-tenu de la densite´ e´leve´e de ce maillage, on peut conside´rer que les re´sultats
nume´riques obtenus sont fiables, comme le montre un calcul sur un maillage deux fois
plus grossier : l’e´cart sur les valeurs moyennes des de´formations dans les inclusions est
de l’ordre de 0.1%.
Lorsque la distance r entre les inclusions devient grande devant leur taille, les inclu-
sions peuvent eˆtre conside´re´es comme isole´es, et le calcul par polarisation (l’asymptote
quand r → +∞) peut alors servir de re´fe´rence au calcul par e´le´ments finis (Eshelby,
1957). Il faut toutefois prendre garde aux effets de bords. En effet, dans le mode`le aux
e´le´ments finis, le domaine Ω est « grand », mais de taille finie : ainsi, e´loigner les inclu-
sions l’une de l’autre conduit a` rapprocher celles-ci de la frontie`re de Ω, ce qui peut
entraıˆner des effets de bords importants. Pour pouvoir conside´rer, dans le calcul par
e´le´ments finis, que les deux inclusions sont isole´es, il faut donc s’assurer de l’existence
d’une plage de distances r pour lesquelles r ≫ a et r ≪ R : on pourra dans ce cas
conside´rer que le domaine Ω est suffisamment grand devant les inclusions, et les dis-
tances de centre a` centre conside´re´es. La valeur retenue, soit R = 40a, est gigantesque
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FIG. 2.2: Comparaison des de´formations moyennes dans l’inclusion, estime´es par polari-
sation (a) et par e´le´ments finis (b), pour des inclusions souples (Ei/Em = 0.0001) et une
de´formation macroscopique E = e1 ⊗ e1. A gauche, estimation de ε11 ; a` droite, estimation
de ε22.
au regard de celles couramment employe´es dans la simulation nume´rique de milieux
he´te´roge`nes ; elle permet d’effectuer un calcul avec r = 20a, pour lequel les deux in-
clusions n’interagissent pas entre elles, et ne subissent pas non plus l’influence de la
frontie`re du domaine. Comme le montrent les courbes des figures 2.2 a` 2.7, les asymp-
totes des calculs par polarisation et par e´le´ments finis coı¨ncident bien, avec une erreur
dont on ve´rifie qu’elle est infe´rieure a` 1 % pour r ≤ 20a.
Les re´sultats obtenus sont repre´sente´s sur les figures 2.2 a` 2.7. L’accord entre calculs
approche´ (par polarisation), et « exact » (par e´le´ments finis) est excellent pour des
distances r entre inclusions supe´rieures a` deux diame`tres (r ≥ 4a). En-dec¸a` de cette
limite, les re´sultats se de´gradent dans des proportions qui restent ne´anmoins acceptables,
le cas le plus de´favorable correspondant au calcul du cisaillement moyen ε12 lorsque le
chargement est lui-meˆme de´viatorique (E = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1, figures 2.4 et 2.7).
D’une fac¸on ge´ne´rale, on constate sur ces figures que lorsque la distance entre
inclusions devient faible devant leur taille, les estimations des de´formations moyennes
obtenues par la me´thode des inclusions polarise´es s’e´cartent tre`s sensiblement des
estimations dilue´es (repre´sente´es par les asymptotes pour r→ +∞ dans ces courbes).
La me´thode des inclusions polarise´es est donc capable de mettre en e´vidence un effet de
voisinage significatif.
2.2.2 Calculs en e´lasticite´ tridimensionnelle
On se place maintenant dans le cadre de l’e´lasticite´ tridimensionnelle. La ge´ome´trie
du proble`me conside´re´ est repre´sente´e sur la figure 2.8, dans laquelle l’axe des centres
de´finit l’axe 3–3 du repe`re global (r = re3), les autres notations pre´ce´demment introduites
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FIG. 2.3: Comparaison des de´formations moyennes dans l’inclusion, estime´es par polari-
sation (a) et par e´le´ments finis (b), pour des inclusions souples (Ei/Em = 0.0001) et une
de´formation macroscopique E = e2 ⊗ e2. A gauche, estimation de ε11 ; a` droite, estimation
de ε22.
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FIG. 2.4: Comparaison du cisaillement moyen ε12 dans l’inclusion, estime´es par polari-
sation (a) et par e´le´ments finis (b), pour des inclusions souples (Ei/Em = 0.0001) et une
de´formation macroscopique E = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1.
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FIG. 2.5: Comparaison des de´formations moyennes dans l’inclusion, estime´es par pola-
risation (a) et par e´le´ments finis (b), pour des inclusions raides (Ei/Em = 100) et une
de´formation macroscopique E = e1 ⊗ e1. A gauche, estimation de ε11 ; a` droite, estimation
de ε22.
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FIG. 2.6: Comparaison des de´formations moyennes dans l’inclusion, estime´es par pola-
risation (a) et par e´le´ments finis (b), pour des inclusions raides (Ei/Em = 100) et une
de´formation macroscopique E = e2 ⊗ e2. A gauche, estimation de ε11 ; a` droite, estimation
de ε22.
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FIG. 2.7: Comparaison du cisaillement moyen ε12 dans l’inclusion, estime´es par polarisation
(a) et par e´le´ments finis (b), pour des inclusions raides (Ei/Em = 100) et une de´formation
macroscopique E = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1.
e´tant conserve´es.
Nous avons montre´ au paragraphe 2.2.1 ci-dessus qu’il e´tait ne´cessaire, afin de
limiter les effets de bords, de conside´rer des domaines Ω de grande taille R, les calculs
volumiques devenant alors prohibitivement longs. La confrontation e´le´ments finis –
polarisation est donc restreinte ici au seul calcul de la de´formation moyenne ε33, pour
une de´formation macroscopique E = e3 ⊗ e3. Ce cas pre´sente en effet une syme´trie de
re´volution, dont l’exploitation permet de re´duire significativement les temps de calcul.
Comme dans le cas bidimensionnel, l’accord entre calcul par polarisation et par
e´le´ments finis est excellent (figure 2.9), sauf lorsque les inclusions sont tre`s proches. Il
est raisonnable d’admettre qu’il en va de meˆme pour les cas non-envisage´s ici.
***
Au paragraphe 2.2, la me´thode des inclusions polarise´es a e´te´ mise en œuvre sur
le proble`me simplifie´ de deux inclusions plonge´es dans une matrice homoge`ne quasi-
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FIG. 2.8: Interaction de deux inclusions sphe´riques dans un domaine sphe´rique, en e´lasticite´
tridimensionnelle.
1.7
1.8
1.9
2
2.1
2.2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ε
zz
r/(2a)
a
b
0.02
0.022
0.024
0.026
0.028
0.03
0.032
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ε
zz
r/(2a)
a
b
FIG. 2.9: Comparaison des de´formations moyennes dans l’inclusion sphe´rique, estime´es
par polarisation (a) et par e´le´ments finis (b), pour des inclusions souples (Ei/Em = 0.0001,
gauche) et raides (Ei/Em = 100, droite) et une de´formation macroscopique E = e3 ⊗ e3. Les
courbes repre´sentent l’estimation de ε33.
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infinie. La notion d’e´lasticite´ homoge´ne´ise´e perdant son sens dans ce cas, c’est l’esti-
mation (2.9) de la de´formation moyenne dans chaque inclusion qui a e´te´ utilise´e pour
juger de la pertinence de la me´thode. Les re´sultats obtenus ont alors e´te´ confronte´s a` des
calculs de grande pre´cision par e´le´ments finis.
Il ressort de cette analyse que la me´thode des inclusions polarise´es est capable
de rendre compte, au moins qualitativement, de l’effet de la distance entre inclusions,
puisque les estimations obtenues ici s’e´cartent, dans chaque cas conside´re´, de l’asymptote
(correspondant au proble`me de l’inclusion unique, isole´e).
On pourrait donc le´gitimement espe´rer que pour une assemble´e d’inclusions, la
me´thode des inclusions conduise a` une ame´lioration des bornes ge´ne´rales de Hashin et
Shtrikman. Ce point est discute´ au paragraphe 2.3.
2.3 N inclusions – Calculs statistiques
2.3.1 Position du proble`me
On souhaite e´tudier l’aptitude de la me´thode des inclusions polarise´es a` ame´liorer
les bornes connues sur les modules d’e´lasticite´ d’une assemble´e d’inclusions sphe´riques
plonge´es dans une matrice homoge`ne. La notion de tenseur d’e´lasticite´ homoge´ne´ise´
e´tant statistique, il est ne´cessaire de re´pe´ter les calculs sur un grand nombre de configu-
rations.
Plus pre´cise´ment, on conside`re une re´alisationω d’un milieu de´sordonne´ Ω ⊂ R3
d’extension finie. La re´solution du proble`me de microme´canique (1.2a)–(1.2d) permet
de de´terminer la raideur homoge´ne´ise´e Chom
Ω
(ω) de cette re´alisation. Pour une taille
(et une forme) du domaine Ω fixe´e,ω 7→ Chom
Ω
(ω) apparaıˆt alors comme une variable
ale´atoire, dont on e´value l’espe´rance 〈Chom
Ω
〉. Finalement, les proprie´te´s me´caniques
macroscopiques du milieu ale´atoire conside´re´ se de´duisent en faisant tendre la taille du
domaine Ω vers l’infini (tout en pre´servant les fonctions de corre´lation).
En somme, l’e´valuation des proprie´te´s me´caniques macroscopiques d’un milieu
de´sordonne´ donne´ se re´duit au calcul de l’expression suivante
Chom = lim
|Ω|→+∞
〈Chom
Ω
〉, (2.21)
dont l’estimation nume´rique ne´cessite la de´termination de deux comportements asympto-
tiques. Pour calculer l’espe´rance 〈Chom
Ω
〉 tout d’abord, il sera ne´cessaire de conside´rer un
« grand nombre » de re´alisations, la taille du domaine Ω e´tant donne´e. L’extrapolation a`
la limite thermodynamique demandera par ailleurs de conside´rer des domaines charge´s
Ω « suffisamment grands ». L’objet de ce paragraphe est de pre´ciser ces deux notions au
moyen de simulations nume´riques.
Il faut noter de`s a` pre´sent que les calculs pre´sente´s ici n’auraient pas e´te´ possibles si
les me´thodes nume´riques traditionnelles (e´le´ments finis, e´le´ments de frontie`re, etc. . . )
n’avaient e´te´ abandonne´es au profit de la me´thode des inclusions polarise´es (ou l’une
des me´thodes e´quivalentes de´crites au paragraphe 2.1.2). Bien que moins pre´cise (si on la
conside`re comme une me´thode d’estimation), cette dernie`re permet en effet d’effectuer
dans des temps raisonnables (de l’ordre de la minute sur un ordinateur de bureau
de configuration traditionnelle) des calculs microme´caniques sur des microstructures
contenant un millier d’inclusions. Le statut de borne ayant e´te´ e´tabli au paragraphe 1.3.3,
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on obtiendra alors, en supposant le milieu de re´fe´rence plus rigide que toutes les phases
en pre´sence
Chom ≤ lim
|Ω|→+∞
〈Cpim
Ω
〉,
ou` C
pim
Ω
(ω) de´signe la borne (au sens de la me´thode des inclusions polarise´es) sur
le tenseur d’e´lasticite´ homoge´ne´ise´ de la re´alisationω, et 〈Cpim
Ω
〉 la moyenne de cette
variable ale´atoire.
Les microstructures conside´re´es ici sont des composites a` inclusions sphe´riques,
monodisperses. Des configurations contenant un nombre N croissant d’inclusions sont
ge´ne´re´es par simulation de Monte-Carlo ; la fraction volumique occupe´e par les inclu-
sions est fixe´e a` f = 0.3. Dans la me´thode des inclusions polarise´es, le domaine Ω doit
avoir une forme ellipsoı¨dale : les simulations de Monte-Carlo sont donc effectue´es dans
une boıˆte sphe´rique. De plus, l’expression analytique du tenseur d’influence Tαβ n’est
connue que pour des inclusions elles-meˆmes sphe´riques. Les inclusions partiellement
contenues dans la boıˆte de simulation sphe´rique (c’est-a`-dire, a` cheval sur la frontie`re)
seront donc interdites. En d’autres termes, la frontie`re est impe´ne´trable, et des conditions
aux limites re´fle´chissantes sont prises en compte dans les simulations de Monte-Carlo.
La matrice a un module de cisaillement unite´ (µm = 1), et un coefficient de Poisson
arbitrairement pris e´gal a` νm = 0.3. En ce qui concerne les inclusions, elles seront
alternativement conside´re´es comme infiniment souples (pores) ou rigides.
2.3.2 Calculs pour une taille donne´e du domaine
Dans ce paragraphe, on fixe le rayon R du domaine sphe´rique Ω, ou de fac¸on
e´quivalente le nombre N d’inclusions2. La me´thode des inclusions polarise´es permet
d’associer a` chaque re´alisationω une borne κpim (ω, R) (resp. µpim (ω, R)) sur le module
de compression (resp. cisaillement). Le milieu de re´fe´rence e´tant toujours confondu
avec la matrice, cette borne sera une borne supe´rieure si les inclusions sont infiniment
souples, infe´rieure dans le cas contraire. Les espe´rances 〈κpim (R)〉 et 〈µpim (R)〉 sont
alors approche´es par leurs estimateurs classiques
〈κpim (R)〉 ≃ 1
n
n
∑
k=1
κpim (ωk, R) , 〈µpim (R)〉 ≃ 1n
n
∑
k=1
µpim (ωk, R) , (2.22)
ou` lesω1, . . . ,ωn sont les n configurations simule´es. Bien entendu, l’estimation ci-dessus
sera d’autant meilleure que n est grand. Le the´ore`me de la limite centrale permet en fait
d’e´valuer l’erreur commise en utilisant (2.22). En effet, notant σ [κpim (R)] l’e´cart-type de
la variable ale´atoire κpim (ω, R), l’amplitude de l’intervalle de confiance a` 99% est
2.6
σ [κpim (R)]√
n
, (2.23)
ou` l’e´cart-type est lui-meˆme estime´ par
σ [κpim (R)] ≃

 1n
n
∑
k=1
[
κpim (ωk, R)
]2 −
[
1
n
n
∑
k=1
κpim (ωk, R)
]2

1/2
, (2.24)
2Puisque R = (N/ f )1/3a, la fraction volumique f des inclusions e´tant fixe´e.
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FIG. 2.10: Evolution des estimateurs de 〈κpim (R)〉 (gauche) etσ [κpim (R)] (droite) en fonction
du nombre n de re´alisations, pour une assemble´e de pores. Noter l’e´chelle en ordonne´es,
qui indique la bonne pre´cision des re´sultats. Le meˆme type de comportement est observe´
pour le module de cisaillement, et pour des inclusions rigides.
des formules analogues e´tant utilise´es pour le module de cisaillement. Sur les figures
2.12 et 2.13, les barres d’erreur sont estime´es a` l’aide de la formule (2.23). Par ailleurs,
les relations (2.22) et (2.24) sont illustre´es sur la figure 2.10 pour N = 512 (nombre
d’inclusions) et 1 ≤ n ≤ 1000 (nombre de re´alisations). Ces graphes montrent clairement
que lorsque le nombre de re´alisations tend vers l’infini, les estimations de la moyenne et
de l’e´cart-type de κpim (ω, R) admettent une limite.
2.3.3 Vers la limite des grands volumes
Les calculs du paragraphe pre´ce´dent ont montre´ qu’il e´tait possible, pour une taille
R donne´e du domaine sphe´rique, de proposer des bornes 〈κpim(R)〉 et 〈µpim(R)〉 sur les
modules de compression et de cisaillement d’assemble´es d’inclusions sphe´riques. Dans
le pre´sent paragraphe, on s’inte´resse au calcul des limites
Cpim = lim
R→+∞
〈Cpim (R)〉, κpim = lim
R→+∞
〈κpim (R)〉, µpim = lim
R→+∞
〈µpim (R)〉. (2.25)
Ce passage a` la limite est bien entendu tre`s lie´ au proble`me de la taille du volume
e´le´mentaire de re´fe´rence, aborde´ notamment par Drugan et Willis (1996); Gusev (1997);
Kanit et coll. (2003); Sab et Nedjar (2005); Pense´e et He (2007); Ranganathan et Ostoja-
Starzewski (2008), et notre approche est semblable a` celle de Kanit et coll. (2003), aux
conditions aux limites pre`s. Ces auteurs ont en effet adopte´ des conditions aux limites
pe´riodiques, connues pour assurer une convergence plus rapide vers la limite cherche´e.
Dans l’approche par polarisation, et sous re´serve de conside´rer l’ope´rateur de Green
approprie´, de telles conditions aux limites sont possibles, mais posent un certain nombre
de difficulte´s nume´riques, et des conditions aux limites produisant des effets de bord
importants ont finalement e´te´ pre´fe´re´es. La taille du volume e´le´mentaire de re´fe´rence est
alors tre`s grande devant les valeurs ge´ne´ralement invoque´es (Gusev, 1997), mais il est
possible de corriger analytiquement (par extrapolation) les effets de bords, et de limiter
ainsi la taille de la simulation.
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FIG. 2.11: Comportement asymptotique des e´carts-types sur les bornes des modules de
compression (a) et de cisaillement (b), pour des assemble´es de pores (gauche), et d’inclusions
rigides (droite). Ces valeurs tendent vers 0 dans la limite des grands volumes, ce qui confirme
l’ergodicite´ du milieu.
La de´termination de la taille du volume e´le´mentaire de re´fe´rence se fait en re´pe´tant
les calculs du paragraphe 2.3.2 pour des valeurs croissantes du rayon R du domaine Ω
(ou, ce qui est e´quivalent, du nombre d’inclusions qu’il contient), jusqu’a` observer la
convergence des bornes 〈κpim (R)〉 et 〈µpim (R)〉 vers les limites cherche´es.
Avant de proce´der a` l’estimation nume´rique de ces limites, on remarque qu’aux effets
de bord purement me´caniques (influence des conditions aux limites en de´placements)
viennent ici s’ajouter des effets de bord lie´s aux conditions aux limites de la simulation
de Monte-Carlo (la paroi de la boıˆte sphe´rique est re´fle´chissante). La microstructure
et son comportement sont donc fortement perturbe´s au voisinage de la frontie`re du
domaine Ω, et on pourrait craindre que le biais introduit soit tre`s important. Les graphes
de la figure 2.11 montrent toutefois que, meˆme s’ils ralentissent la convergence, ces effets
de bord n’affectent pas le caracte`re asymptotiquement ergodique du calcul.
Sur cette figure sont en effet repre´sente´es, pour des assemble´es de pores et d’in-
clusions rigides, les variations de l’e´cart-type σ [κpim (R)] en fonction du rayon R du
domaine Ω. On observe (les courbes e´tant trace´es en e´chelle logarithmique) que
σ [κpim (R)] → 0 et σ [µpim (R)] → 0 lorsque R→ +∞.
Compte-tenu du the´ore`me de la limite centrale (2.23), la relation pre´ce´dente signifie
que pour des domaines sphe´riques suffisamment grands, une seule re´alisation (n = 1)
suffit pour estimer les valeurs moyennes 〈κpim (R)〉 et 〈µpim (R)〉. En d’autres termes,
la moyenne volumique est alors confondue avec la moyenne statistique, ce qui est la
de´finition de l’ergodicite´. Notons au passage que le comportement alge´brique de l’e´cart-
type des variables ale´atoires κpim (R,ω) et µpim (R,ω) a e´te´ observe´ pre´ce´demment par
Kanit et coll. (2003), pour des conditions aux limites pe´riodiques.
Par ailleurs, les figures 2.12 (pores) et 2.13 (inclusions rigides) semblent confirmer
l’existence des limites (2.25) cherche´es. La convergence avec R est toutefois trop lente
pour pouvoir conside´rer que les dernie`res valeurs obtenues constituent une bonne
estimation de ces limites, et une ve´ritable extrapolation des re´sultats est ne´cessaire. On
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doit donc de´terminer le comportement asymptotique de 〈κpim (R)〉 et 〈µpim (R)〉 lorsque
R→ +∞.
On observe sur les figures 2.14 et 2.15 qu’une loi d’e´chelle en R−1 semble bien
rendre compte du comportement asymptotique aux grands R des bornes 〈κpim (R)〉 et
〈µpim (R)〉. En d’autres termes, on postule les lois suivantes
quand R→ +∞


〈κpim (R)〉 −κpim = O
(
R−1
)
,
〈µpim (R)〉 −µpim = O
(
R−1
)
.
(2.26)
Sans en constituer une de´monstration rigoureuse, la discussion qui suit permet
de justifier les relations (2.26). La de´formation macroscopique E e´tant fixe´e, pour une
re´alisationω de taille donne´e R, la borne 12E : C
pim(ω, R) : E sur l’e´nergie potentielle
macroscopique s’obtient par (1.24), soit
E : Cpim (ω, R) : E = E : C0 : E+
1
|Ω|E :
∫
Ω
τ (x,ω, R) d3 x, (2.27)
ou` le champ de polarisation τ (x,ω, R), constant sur chaque inclusion, ve´rifie les condi-
tions de stationnarite´ (2.6a), (2.6b). Dans l’e´quation (2.27), la de´pendance spatiale de la
polarisation τ (x,ω, R) provient a` la fois de la re´alisationω conside´re´e, et des effets de
bord. En prenant l’espe´rance dans (2.27), on obtient alors
E : 〈Cpim (R)〉 : E = E : C0 : E+ 1|Ω|E :
∫
Ω
〈τ (x, R)〉 d3 x. (2.28)
Dans le cas d’un domaine Ω infini, la moyenne des τ (x,ω,+∞) est inde´pendante
du point courant x (du fait de l’homoge´ne´ite´ statistique). Le domaine Ω e´tant ici
borne´, l’existence d’effets de bords se traduit par le fait que dans (2.28), la moyenne
〈τ (x, R)〉 reste variable spatialement. Le « principe de Saint-Venant » sugge`re toutefois
que cette non-uniformite´ n’est observe´e que dans une coque sphe´rique d’e´paisseur finie h,
inde´pendante du rayon R du domaine. En e´crivant que l’espe´rance 〈τ (x, R)〉 = 〈τ (R)〉
est inde´pendante de x pour |x| ≤ R− h, et borne´e pour R− h ≤ |x| ≤ R, on obtient
E : 〈Cpim (R)〉 : E = E : C0 : E+ 〈τ (R)〉 : E+O
(
R−1
)
.
Lorsque R → +∞, 〈τ (R)〉 tend vers une valeur finie 〈τ〉, et si l’on admet que la
convergence globale de 〈Cpim (R)〉 est pilote´e par les effets de bords, on peut conside´rer
que celle de 〈τ (R)〉 est au moins en R−1, de sorte que
E : 〈Cpim (R)〉 : E = E : C0 : E+ 〈τ〉 : E+O
(
R−1
)
.
La partie principale du de´veloppement asymptotique du second membre n’est autre
que la limite cherche´e
E : Cpim : E = E : C0 : E+ 〈τ〉 : E,
soit, en combinant les deux dernie`res relations
E :
[〈Cpim (R)〉 − Cpim] : E = O (R−1) .
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FIG. 2.12: Bornes 〈κpim (R)〉 (gauche) et 〈µpim (R)〉 (droite) sur les modules de compression
et cisaillement, en fonction du rayon R du domaine sphe´rique. Les re´sultats pre´sente´s ci-
dessus concernent des assemble´es de pores, et les barres d’erreur correspondent a` l’intervalle
de confiance a` 99% (pour 1000 re´alisations).
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FIG. 2.13: Bornes 〈κpim (R)〉 (gauche) et 〈µpim (R)〉 (droite) sur les modules de compression
et cisaillement, en fonction du rayon R du domaine sphe´rique. Les re´sultats pre´sente´s ci-
dessus concernent des assemble´es d’inclusions rigides, et les barres d’erreur correspondent
a` l’intervalle de confiance a` 99% (pour 1000 re´alisations).
On retrouve les expressions (2.26), qui re´sultent donc uniquement de l’hypothe`se
(non de´montre´e, mais couramment admise) que le champ de de´formation n’est perturbe´
au voisinage de la frontie`re que dans une couche d’e´paisseur finie h, inde´pendante de la
taille R du domaine.
2.3.4 Synthe`se des re´sultats obtenus
Les paragraphes pre´ce´dents ont permis de mettre au point une me´thodologie rigou-
reuse pour l’estimation de bornes des modules de compression et de cisaillement d’une
distribution d’inclusions sphe´riques. Deux se´ries de calculs sont ne´cessaires : dans un
premier temps, on travaille a` taille de domaine Ω fixe´e, et les calculs sont effectue´s sur un
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FIG. 2.14: Comportement asymptotique (pour une distribution de pores) des bornes
〈κpim (R)〉 (gauche) et 〈µpim (R)〉 (droite) lorsque R → +∞. Aux re´sultats nume´riques
de la figure 2.12 (a) est superpose´e l’expression (2.26), ajuste´e sur les deux derniers points
(b).
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FIG. 2.15: Comportement asymptotique (pour une distribution d’inclusions rigides) des
bornes 〈κpim (R)〉 (gauche) et 〈µpim (R)〉 (droite) lorsque R → +∞. Aux re´sultats
nume´riques de la figure 2.13 (a) est superpose´e l’expression (2.26), ajuste´e sur les deux
derniers points (b).
nombre de re´alisations statistiquement repre´sentatif, le the´ore`me central limite permet-
tant de quantifier cette repre´sentativite´. Dans un second temps, une extrapolation selon
(2.26) est effectue´e pour de´terminer la limite thermodynamique des bornes pre´ce´dentes.
Il faut noter que dans les calculs pre´sente´s ici, l’erreur est domine´e par les effets de
bord (convergence en R−1), et l’erreur d’origine statistique est faible. C’est le contraire qui
se produit lorsque des conditions aux limites pe´riodiques sont adopte´es. En effet, dans
ce cas, les estimations convergent tre`s vite avec la taille de la cellule de base, et l’erreur
commise sur les estimations est essentiellement d’origine statistique. C’est pourquoi
Kanit et coll. (2003) se contentent de quantifier celle-ci (en ajustant des lois alge´briques au
courbes de la figure 2.11) pour de´terminer la taille du volume e´le´mentaire de re´fe´rence,
c’est-a`-dire la valeur minimale de R pour que l’erreur statistique 2.6σ [κpim (R)]/
√
1 (une
seule re´alisation) soit infe´rieure a` un seuil fixe´ a` l’avance.
A titre d’illustration, la me´thodologie de´veloppe´e dans les paragraphes 2.3.2 et 2.3.3
a e´te´ mise en œuvre a` deux reprises, pour des populations d’inclusions sphe´riques
61
2. LA ME´THODE DES INCLUSIONS POLARISE´ES
concentre´es a` 30% d’une part, et 50% d’autre part. Les calculs par inclusions polarise´es
sont conduits successivement sur des configurations contenant N = 2, 4, 8, . . . , 1024, 2048
inclusions (pour chaque valeur de N, mille re´alisations sont ge´ne´re´es)3. Il est clair que
des calculs d’une telle ampleur sont difficilement envisageables par e´le´ments finis. Les
re´sultats nume´riques (bornes sur les modules d’e´lasticite´ homoge´ne´ise´s) sont pre´sente´s
ci-apre`s, pour des inclusions infiniment souples (pores) et infiniment rigides.
2.3.4.1 Inclusions sphe´riques concentre´es a` 30%
Pour des pores sphe´riques, de fraction volumique f = 0.3, on obtient
κhom ≤ κpim = 0.4649κm, µhom ≤ µpim = 0.5426µm,
la matrice ayant un coefficient de Poisson νm = 0.3. Pour ces meˆmes valeurs de f et νm,
les bornes de Hashin et Shtrikman valent quant a` elles
κhom ≤ κhs = 0.4706κm, µhom ≤ µhs = 0.5500µm.
Comme attendu (puisque l’espace des polarisations explore´es est plus grand), les
bornes obtenues par la me´thode des inclusions polarise´es sont meilleures que celle de
Hashin et Shtrikman. Cette ame´lioration est toutefois tre`s modeste.
Le meˆme constat s’impose pour des inclusions rigides, pour lesquelles les calculs
pre´ce´dents conduisent aux valeurs
κhom ≥ κpim = 1.7068κm, µhom ≥ µpim = 1.9367µm,
a` comparer avec les bornes de Hashin et Shtrikman
κhom ≥ κhs = 1.6923κm, µhom ≥ µhs = 1.9000µm.
2.3.4.2 Inclusions sphe´riques concentre´es a` 50%
En re´pe´tant les meˆmes calculs avec maintenant une concentration f = 0.5, on obtient
les re´sultats suivants (bornes de Hashin et Shtrikman entre parenthe`ses)
κhom ≤ κpim = 0.2726κm (κhs = 0.2759κm),
µhom ≤ µpim = 0.3396µm (µhs = 0.3438µm),
pour des pores, et
κhom ≥ κpim = 2.6384κm (κhs = 2.6154κm),
µhom ≥ µpim = 3.1492µm (µhs = 3.1µm),
pour des inclusions rigides. Une fois encore, la me´thode des inclusions polarise´es
n’ame´liore les bornes classiques de Hashin et Shtrikman que de fac¸on tout-a`-fait margi-
nale.
3On rappelle par ailleurs que la fraction volumique des inclusions e´tant fixe´e, le nombre total N
d’inclusions et la taille R du domaine Ω sont lie´es.
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2.3.5 Remarques concernant l’approximation de l’ope´rateur de Green
d’ordre 4
Les re´sultats pre´sente´s ci-dessus ont e´te´ obtenus en utilisant l’approximation (1.31)
de l’ope´rateur de Green d’ordre 4. Le statut de borne des valeurs 〈κpim (R)〉 et 〈µpim (R)〉
n’est donc en toute rigueur pas pre´serve´ pour R fini. Dans le cas qui nous inte´resse,
R → +∞, et la situation est alors nettement plus favorable. Si l’on admet en effet que
(Willis, 1977)
lim
R→+∞
τ : (Γ0 ⊛τ) = lim
R→+∞
τ : [Γ∞0 ∗ (τ − τ)],
ou` l’expression du second membre ne de´pend de R que par le champ de polarisation τ ,
alors il est licite de travailler avec l’approximation (1.31), du moment qu’un passage a`
la limite (R→ +∞) est effectue´ pour calculer les deux membres de l’ine´galite´ (2.5). Le
sche´ma d’extrapolation propose´ (2.26) permet justement de proce´der a` ce passage a` la
limite. Les valeurs κpim et µpim sont donc rigoureusement des bornes.
Il faut remarquer que Willis (1977) et Ponte Castan˜eda et Willis (1995) adoptent la
meˆme de´marche, en calculant rigoureusement (sans extrapolation) la limite lorsque
|Ω| → +∞ de la moyenne 〈Aαβ〉.
***
Dans le paragraphe 2.3, une me´thode statistique rigoureuse a e´te´ mise au point,
permettant le calcul des proprie´te´s homoge´ne´ise´es d’un milieu de´sordonne´. Cette
me´thode passe par la ge´ne´ration et le calcul d’un nombre statistiquement repre´sentatif
de re´alisations de ce milieu, de tailles croissantes.
Lame´thode des inclusions polarise´es ne constitue ici qu’un outil permettant d’estimer
(une borne sur) les modules d’e´lasticite´ homoge´ne´ise´s d’une configuration donne´e. Ainsi,
des calculs en tous points semblables sur le principe pourraient eˆtre mis en œuvre (au
prix de temps de calcul incommensurablement plus longs) a` l’aide la me´thode des
e´le´ments finis. Un tel calcul – limite´ a` l’e´lasticite´ plane – sera pre´sente´ au chapitre 3.
Force est toutefois de constater que les re´sultats pre´ce´dents se distinguent tre`s peu
des bornes classiques de Hashin et Shtrikman, dont l’obtention est imme´diate, et il est
le´gitime de s’interroger sur l’inte´reˆt de la me´thode des inclusions polarise´es. A cette
interrogation, on peut apporter plusieurs e´le´ments de re´ponse.
On pourrait tout d’abord imaginer que, pour le type de microstructures conside´re´es
ici, les bornes de Hashin et Shtrikman (1963) constituent une bonne estimation des
proprie´te´s homoge´ne´ise´es, qu’il est vain de tenter d’ame´liorer. Les calculs pre´sente´s
au chapitre 3 montrent que ce n’est pas vraiment le cas. Ainsi, pour un milieu poreux
bidimensionnel (de´formations planes) constitue´ de pores circulaires, monodisperses,
de porosite´ totale f = 0.4, des calculs par e´le´ments finis conduisent aux estimations
suivantes des modules d’e´lasticite´ homoge´ne´ise´s (3.32)
κhom ≃ 0.2309, µhom ≃ 0.0867, (2.29)
tandis que les bornes supe´rieures de Hashin et Shtrikman valent ici
κhs = 0.2885, µhs = 0.1342. (2.30)
Clairement, l’e´cart important (25% et 55%, respectivement) laisse de la place a` une
ame´lioration des estimations. De meˆme, en e´lasticite´ tridimensionnelle, lorsque f → 0.64
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(seuil de percolation) le module de compression homoge´ne´ise´ κhom tend vers 0 (pores)
ou +∞ (inclusions rigides), tandis que les bornes obtenues par inclusions polarise´es
restent voisines des bornes de Hashin et Shtrikman (comme le confirment les re´sultats
du paragraphe 2.3.4.2).
Si les bornes obtenues par inclusions polarise´es se distinguent peu des bornes de
Hashin et Shtrikman, ce n’est donc pas parce que celles-ci sont de´ja` tre`s proches des
valeurs exactes des modules homoge´ne´ise´s, mais plutoˆt parce que les nouvelles bornes
sont mauvaises, au regard des efforts qui ont e´te´ produits pour les obtenir. Pour autant,
la de´marche elle-meˆme n’est pas a` remettre en cause, pour deux raisons.
La premie`re raison tient a` l’exemple choisi a` titre d’illustration. La me´thode des
inclusions polarise´es se distingue de l’approche de Hashin et Shtrikman en ceci qu’elle
traite se´pare´ment chaque inclusion d’une meˆme phase. On espe`re ainsi mieux prendre
en compte l’influence de l’environnement imme´diat d’une inclusion donne´e. De ce point
de vue, l’exemple du paragraphe 2.3 n’est pas concluant, mais il existe des situations
ou` la supe´riorite´ de la me´thode des inclusions polarise´es sur l’approche d’Hashin et
Shtrikman ne fait aucun doute ; c’est le cas de l’exemple propose´ au chapitre 3 (contraste
de tailles entre inclusions de meˆme raideur).
Le deuxie`me argument, plus profond, est de nature me´thodologique : de par son
origine variationnelle, la me´thode des inclusions polarise´es peut facilement (au moins
conceptuellement) eˆtre ame´liore´e. Il a en effet e´te´ montre´ au paragraphe 1.3.2 du chapitre
1 que le principe variationnel de Hashin et Shtrikman (1962) re´sulte directement de
l’e´quation de Lippmann-Schwinger. Ainsi, une hypothe´tique optimisation de la fonction-
nelle de Hashin et Shtrikman sur l’espace complet des champs de polarisation conduirait
au champ re´el (se de´veloppant effectivement a` l’e´quilibre). En re´alite´, l’optimisation
n’est faite que sur des sous-espaces de dimension finie, avec la garantie que tout enri-
chissement de ce sous-espace conduira a` une ame´lioration (aussi faible soit-elle) de la
borne obtenue. Si le sous-espace d’optimisation est suffisamment grand (par exemple,
lorsque le champ de polarisation est discre´tise´ sur une grille de plus en plus fine, voir
chapitre 6), on peut meˆme e´tablir une borne tre`s proche de la valeur exacte.
En re´sume´, agrandir l’espace d’optimisation ame´liore la borne, jusqu’a` finalement
fournir la valeur exacte. Il semble donc que ce soit la dimension de l’espace d’optimisa-
tion explore´, et non la me´thode elle-meˆme qui soit responsable de la pie`tre qualite´ des
re´sultats obtenus. Dans le paragraphe suivant, on propose d’enrichir l’espace initiale-
ment conside´re´ (polarisation constante par inclusion), par une extension naturelle aux
polarisations polynomiales par inclusion.
Se pose alors la question du degre´ minimal de ces polynoˆmes. Des calculs pre´liminai-
res indiquent que si l’effet est sensible de`s l’introduction d’un gradient de polarisation,
des polynoˆmes de degre´ 4 conduiraient a` des estimations tre`s satisfaisantes.
2.4 Extensions de la me´thode des inclusions polarise´es
Comme toutes les me´thodes auxquelles elle est apparente´e, la me´thode des inclusions
polarise´es est attractive car peu gourmande en temps de calcul, dont la pre´paration est
elle-meˆme re´duite au minimum (pas de maillage ni digitalisation de la microstructure).
Ces caracte´ristiques de la me´thode sont particulie`rement appre´ciables dans un contexte
statistique, comme de´montre´ au paragraphe 2.3 ci-dessus.
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Par rapport a` ses concurrentes, la me´thode propose´e ici pre´sente l’avantage de s’ins-
crire dans un contexte variationnel, qui confe`re au re´sultat un statut de borne (lorsque
le milieu de re´fe´rence est bien choisi). Cela signifie notamment qu’un enrichissement
de la me´thode, tel que ceux conside´re´s dans le pre´sent paragraphe, ne peut conduire
a` une de´te´rioration du re´sultat (l’ame´lioration pouvant en revanche eˆtre marginale). A
l’inverse, la me´thode des inclusions e´quivalentes ne pre´sente pas cette proprie´te´, comme
l’ont constate´ Fond et coll. (2001)
“[. . . ] no mathematical proof of the convergence of the EIM has yet been
given and, for instance, there is no reason for a first order computation to
give better results than a zero order computation.”
Il faut e´galement signaler que les expressions analytiques des tenseurs d’influence
sont significativement plus simples dans la pre´sente me´thode.
Optimiser la fonctionnelle de Hashin et Shtrikman sur l’espace des champs de
polarisation polynomiaux par inclusion constitue l’extension la plus naturelle de la
me´thode des inclusions polarise´es telle qu’elle a e´te´ introduite au pragraphe 2.1. Les
champs de polarisation constants par inclusion e´tant contenus dans ce nouvel espace, cet
enrichissement de la me´thode conduira ne´cessairement a` une ame´lioration des bornes
sur les proprie´te´s macroscopiques.
Dans un premier temps (paragraphe 2.4.1), les e´quations aux polarisations (2.17a)
et (2.17b) sont e´tendues aux champs de polarisation affines par inclusion. La me´thode
ainsi obtenue (note´e PIM1 dans ce qui suit) est compare´e a` la me´thode initiale (PIM0)
sur l’exemple de´ja` conside´re´ au paragraphe 2.2.1. On montrera que l’estimation des
de´formations moyennes, ainsi que celle des de´formations locales (dont la connaissance est
utile par exemple dans la perspective d’un calcul non-line´aire), sont significativement
ame´liore´es.
Des champs de polarisation quadratiques par morceaux sont ensuites conside´re´s au
paragraphe 2.4.2 (PIM2). Le formalisme correspondant est significativement plus lourd.
Afin de ne pas obscurcir le discours, le proble`me du paragraphe 2.2.1 est donc e´tudie´
directement, sans e´tablir pre´alablement les e´quations ge´ne´rales aux polarisations. La`
encore, on observe une ame´lioration de l’estimation des de´formations moyennes dans
les inclusions.
Les extensions pre´sente´es dans ce paragraphe n’auraient pas e´te´ possibles si les
nouveaux tenseurs d’influence qu’elles font apparaıˆtre n’avaient pu eˆtre calcule´s ana-
lytiquement. Au paragraphe 2.4.3, une me´thode de calcul originale est propose´e. Tre`s
syste´matique, elle peut eˆtre programme´e dans un logiciel de calcul symbolique, afin
d’obtenir l’expression des tenseurs d’influence a` tous ordres.
2.4.1 Champs de polarisation affines par inclusion (me´thode PIM1)
2.4.1.1 Formulation ge´ne´rale
Dans ce paragraphe, la fonctionnelle deHashin et ShtrikmanH[τ ] (1.14) est optimise´e
sur l’espace des champs de polarisation τ (x) affines par inclusion. La formulation de la
me´thode PIM1 qui en re´sulte est tre`s semblable aux calculs du paragraphe 2.1, et n’est
donc de´taille´e que dans l’annexe D, paragraphe D.1.1. Le champ local de polarisation
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conside´re´ est de la forme
τ (x) = τm +
N
∑
α=1
χα (x− xα) [τα − τm + (x− xα) · ∇τα] , (2.31)
qui remplace (2.1). Dans l’expression pre´ce´dente,∇τα de´signe un tenseur d’ordre trois,
syme´trique par rapport a` ses deux derniers indices ; de plus, la polarisation est constante
dans la matrice. En effet, introduire un gradient de polarisation dans celle-ci conduirait
a` privile´gier une direction a` l’e´chelle du domaine Ω, ce qui est contradictoire avec
l’hypothe`se d’isotropie statistique faite pour les milieux he´te´roge`nes conside´re´s ici. Les
inclusions sont par ailleurs rapporte´es a` leur centre de gravite´, soit∫
Ω
(x− xα) χα (x− xα) d3 x = 0.
Lorsque le champ de polarisation τ (x) est de la forme (2.31), la fonctionnelleH de
Hashin et Shtrikman apparaıˆt (en e´lasticite´ tridimensionnelle) comme une fonction de
6× (4N + 1) parame`tres scalaires. Elle est e´value´e au paragraphe D.1.1, et son optimi-
sation conduit aux e´quations aux polarisations (D.6a), (D.6b) et (D.6c). Pour parvenir a`
ces e´quations, il est commode de substituer a` l’expression intrinse`que (2.31) l’expression
e´quivalente
τ (x) = τm +
N
∑
α=1
χα (x− xα) [τα − τm + (xk − xk,α)∇kτα] , (2.32)
dans laquelle une base (e1, e2, e3) a explicitement e´te´ introduite, et la convention d’Ein-
stein a e´te´ adopte´e pour les indices latins (k = 1, 2, 3). De plus, ∇kτα = ek · ∇τα
est un tenseur syme´trique d’ordre deux, et xk (respectivement xk,α) de´signe la k–ie`me
coordonne´e du point courant x (respectivement du centre xα de l’inclusion α). Dans
l’approximation (1.32), les e´quations (D.6a), (D.6b) et (D.6c) sont finalement mises sous
la forme
fm (Cm − C0)−1 : τm −
N
∑
α=1
N
∑
β=1
fα fβ [|Ω|Tαβ (xβ − xα)− PΩ] : (τβ − τm)
− |Ω|
N
∑
α=1
N
∑
β=1
fα fβTl,βα (xβ − xα) : ∇lτβ = fmE, (2.33a)
fα (Cα − C0)−1 : τα + fα
N
∑
β=1
fβ [|Ω|Tαβ (xβ − xα)− PΩ] : (τβ − τm)
+ fα |Ω|
N
∑
β=1
fβTl,βα (xβ − xα) : ∇lτβ = fαE, (2.33b)
fα Ikl,α (Cα − C0)−1 : ∇lτα + fα |Ω|
N
∑
β=1
fβTk,αβ (xβ − xα) : (τβ − τm)
+ fα |Ω|
N
∑
β=1
fβTkl,αβ (xβ − xα) : ∇lτβ = 0, (2.33c)
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en introduisant l’inertie re´duite Ikl,α de l’inclusionα
Ikl,α =
1
|Ωα|
∫
R3
xkxlχα (x) d
3 x, (2.34)
ainsi que les tenseurs d’influence
Tk,αβ (r) =
1
|Ωα| |Ωβ|
∫
x,y∈R3
xkχα (x) χβ (y) Γ
∞
0 (y− x+ r) d3 x d3 y, (2.35a)
Tkl,αβ (r) =
1
|Ωα| |Ωβ|
∫
x,y∈R3
xkylχα (x) χβ (y) Γ
∞
0 (y− x+ r) d3 x d3 y, (2.35b)
qui jouissent de la proprie´te´ (re´sultant du the´ore`me de Maxwell-Betti)
Tlk,βα (r) = Tkl,αβ (−r) . (2.36)
De plus, lorsque les inclusionsα et β pre´sentent une syme´trie centrale (c’est-a`-dire
lorsque χα (−x) = χα (x) et χβ (−x) = χβ (x)), Tαβ (resp. Tk,αβ, Tkl,αβ) est une fonction
paire (resp. impaire, paire) de la se´paration r entre les deux inclusions.
Les e´quations (2.33a), (2.33b) et (2.33c) constituent les e´quations de base de lame´thode
PIM1. En notant (τ
pim
α ,∇kτpimα ,τpimm ) leur solution, la borne (1.18) s’e´crit
1
2
E : Chom : E ≤ 1
2
E : C0 : E+
1
2
fmτ
pim
m : E+
1
2
N
∑
α=1
fατ
pim
α : E.
2.4.1.2 Estimations de la de´formation moyenne – Calculs analytiques
Dans ce paragraphe, la me´thode PIM1 est mise en œuvre sur le proble`me conside´re´
au paragraphe 2.2. L’espace d’optimisation de la me´thode PIM1 e´tant plus grand que
celui de la me´thode PIM0, on devrait observer une ame´lioration de la borne sur l’e´nergie
potentielle macroscopique. Cette ame´lioration est toutefois relativement modeste.
Les notations du paragraphe 2.2 e´tant conserve´es, on adopte, compte-tenu des
syme´tries du proble`me (voir figure 2.1), le champ de polarisation suivant
τ (x) =
{
τ i + (x1 + r/2)∇1τ i (x ∈ Ω1),
τ i − (x1 − r/2)∇1τ i (x ∈ Ω2),
ou` les inconnues du proble`me sont les tenseurs τ i et∇1τ i (la matrice e´tant confondue
avec le milieu de re´fe´rence, sa polarisation est nulle). Les deux inclusions sont identiques,
et on note donc T (resp. Tk, Tkl) le tenseur Tαβ (resp. Tk,αβ, Tkl,αβ) dont la valeur est
inde´pendante des indicesα et β.
On ve´rifie aise´ment4 que les e´quations aux polarisations (2.33a), (2.33b) et (2.33c) se
re´duisent dans le cas pre´sent au syte`me[
(Ci − Cm)−1 + fmP+ vT (r)
]
τ i + vT1 (r)∇1τ i = E,
vT1 (r) : τ i +
[
a2
4
(Ci − Cm)−1 + vT1 (0)− vT1 (r)
]
: ∇1τ i = 0,
4On peut par exemple annuler les tenseurs ∇211τ i et ∇222τ i dans les de´veloppements du paragraphe
D.1.2.
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FIG. 2.16: De´formations moyennes ε11 dans les inclusions pour une de´formation macro-
scopique E = e1 ⊗ e1 ; a` gauche, inclusions souples (Ei/Em = 0.0001, a` droite, inclusions
rigides (Ei/Em = 100). Sur les graphes sont repre´sente´es les estimations par la me´thode
PIM0 (a), PIM1 (b) et par e´le´ments finis (c).
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FIG. 2.17: De´formations moyennes ε22 dans les inclusions pour une de´formation macro-
scopique E = e2 ⊗ e2 ; a` gauche, inclusions souples (Ei/Em = 0.0001, a` droite, inclusions
rigides (Ei/Em = 100). Sur les graphes sont repre´sente´es les estimations par la me´thode
PIM0 (a), PIM1 (b) et par e´le´ments finis (c).
dont la solution est note´e τ
pim
i ,∇1τpimi . On en de´duit alors l’estimation de la de´formation
moyenne dans les inclusions (Ci − Cm)−1 : τpimi .
Les estimations des de´formations moyennes ainsi obtenues sont repre´sente´es sur les
graphes des figures 2.16, 5.52 et 2.17, ou` elles sont compare´es aux re´sultats pre´ce´demment
obtenus par la me´thode PIM0 et par e´le´ments finis, pour des distances r inter-inclusions
comprises entre r = 1 (contact) et r = 2. Dans le cas d’inclusions souples, la me´thode
PIM1 est manifestement supe´rieure a` la me´thode PIM0, sauf pour le cas de charge
de´viatorique E = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1. Pour des inclusions rigides, en revanche, les deux
me´thodes conduisent a` des re´sultats quasiment identiques.
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FIG. 2.18: De´formations moyennes ε12 dans les inclusions pour une de´formation macro-
scopique E = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 ; a` gauche, inclusions souples (Ei/Em = 0.0001, a` droite,
inclusions rigides (Ei/Em = 100). Sur les graphes sont repre´sente´es les estimations par la
me´thode PIM0 (a), PIM1 (b) et par e´le´ments finis (c).
2.4.1.3 Estimations de la de´formation locale – Calculs nume´riques
En homoge´ne´isation line´aire, la de´termination des proprie´te´s macroscopiques e´lasti-
ques ne ne´cessite qu’une estimation des de´formations moyennes (ou polarisations
moyennes) dans chaque inclusion ; les calculs du paragraphe pre´ce´dent ont montre´
dans ce cas l’inte´reˆt d’introduire un gradient de polarisation dans la fonctionnelle (1.14).
En homoge´ne´isation non-line´aire, le be´ne´fice a` retirer de cet enrichissement de la
me´thode des inclusions polarise´es est encore plus e´vident. En effet, dans certaines
techniques d’homoge´ne´isation (me´thodes se´cante et se´cante modifie´e), la de´termination
du comportement non-line´aire homoge´ne´ise´ repose sur des estimations des valeurs
quadratiques moyennes des de´formations (Suquet, 1997). Ces valeurs e´tant tre`s sensibles
aux variations locales des contraintes (des de´formations), tout calcul d’homoge´ne´isation
non-line´aire be´ne´ficiera d’une ame´lioration de leurs estimations.
L’objet du pre´sent paragraphe est de montrer, par des calculs aux e´le´ments finis, que
les variations locales des de´formations sont mieux approche´es par la me´thode PIM1 que
par la me´thode PIM0. Une nouvelle fois, le proble`me conside´re´ (en de´formations planes)
est celui de la figure 2.1.
Approche rigoureuse Conforme´ment aux remarques du paragraphe 2.1.1.3, il est na-
turel de conside´rer, dans le cadre de la me´thode des inclusions polarise´es, l’estimation
suivante des de´formations locales
ε (x) = E−
N
∑
β=1
∫
y∈Ωβ
Γ0 (x, y) : [τβ − τm + (yl − xl,β)∇lτβ] d2 y, (2.37)
obtenue en inse´rant (2.32) dans (2.8).
Bien que technique, l’e´valuation analytique (a` l’aide de l’ope´rateur de Green Γ∞0 du
milieu infini) des inte´grales figurant dans le membre de droite de cette expression est
possible (voir paragraphe 2.4.3). Il est bon toutefois, avant de proce´der a` ces inte´grations,
de s’assurer de leur inte´reˆt (du gain en pre´cision qu’elles apportent). C’est pourquoi un
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calcul pre´liminaire par e´le´ments finis est pre´fe´re´ ici. A cet effet, deux types de cas de
charge sont conside´re´s.
On applique d’abord au mode`le trois cas de charge re´els, afin de de´terminer les
champs de de´formation de re´fe´rence εref (exacts aux erreurs de discre´tisation pre`s)
correspondant aux trois valeurs unitaires de la de´formation macroscopique E = e1 ⊗ e1,
E = e2 ⊗ e2, et E = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1.
On applique ensuite dix-huit cas de charge fictifs (par pre´contrainte), permettant
l’e´valuation des tenseurs Aαβ (2.13), Ak,αβ (D.3a) et Akl,αβ (D.3c). Le fait de pre´contrain-
dre le domaine provient de ce que, par de´finition de l’ope´rateur de Green d’ordre 4,
l’inte´grale
ε (x) = −
∫
Ωβ
Γ0 (x, y) : τ (y) d
2 y
n’est autre que la de´formation au point x dans le milieu homoge`ne de raideur C0
occupant le domaine Ω, et soumis a` la pre´contrainte y 7→ τ (y) sur Ωβ. Pour calculer les
tenseurs d’influence cherche´s, neuf pre´contraintes diffe´rentes sont donc successivement
applique´es a` chacune des deux inclusions
τ = e1 ⊗ e1, τ = e2 ⊗ e2, τ = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1,
τ = (y1 − x1,β) e1 ⊗ e1, τ = (y1 − x1,β) e2 ⊗ e2, τ = (y1 − x1,β) (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) ,
τ = (y2 − x2,β) e1 ⊗ e1, τ = (y2 − x2,β) e2 ⊗ e2, τ = (y2 − x2,β) (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) ,
et les syme´tries du pre´sent proble`me permettent en fait de ne polariser que l’une des
deux inclusions.
Les de´formations ε (x) correspondant a` chacun de ces cas de charge fictifs sont
calcule´es par e´le´ments finis, puis les inte´grales suivantes
−
∫
Ωα
ε (x) d2 x, −
∫
Ωα
(x1 − x1,α)ε (x) d2 x, −
∫
Ωα
(x2 − x2,α)ε (x) d2 x,
qui correspondent aux coefficients des tenseurs cherche´s. On peut alors assembler le
syste`me (D.6a) – (D.6c), dont l’inversion fournit les polarisations dans les deux inclu-
sions ; soit τpim (x) le champ de polarisation ainsi obtenu (affine par inclusion). τpim est
alors applique´ comme une pre´contrainte, et les de´formations εpim (x) en re´sultant sont
calcule´es par e´le´ments finis5. Autrement dit, τpim e´tant de´termine´ par optimisation de
H, l’estimation des de´formations est donne´e par
ε
pim (x) = E− (Γ0 ⊛τ) (x) ,
le produit de convolution e´tant calcule´ de fac¸on « exacte » par e´le´ments finis.
Bien entendu, cette fac¸on de proce´der, facile a` mettre en œuvre, n’a d’inte´reˆt que
pour la validation de l’approche, puisque l’e´valuation des tenseurs d’influence ne´cessite
le calcul de 18 cas de charge (9 lorsque les deux inclusions sont identiques), contre un
unique cas de charge pour acce´der aux de´formations exactes dans chaque inclusion.
5On remarque que pour calculer εpim, il n’est pas ne´cessaire de proce´der a` un nouveau calcul par
e´le´ments finis. Il suffit en effet de combiner line´airement les re´sultats de cas de charge fictifs de´ja` conside´re´s,
les coefficients de la combinaison line´aire e´tant donne´s par les valeurs nume´riques des polarisations
de´termine´es par inversion du syste`me (D.6a) – (D.6c).
70
2.4. Extensions de la me´thode des inclusions polarise´es
1.5
2
2.5
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
ε
1
1
x1
a
b
c
FIG. 2.19: Calcul par e´le´ments finis de l’interaction de deux inclusions circulaires. La fi-
gure repre´sente la carte des de´formations εref11 sous chargement E = e1 ⊗ e1, et une coupe
dans cette carte (droite, a), le long de la ligne des centres. Sur le graphe sont e´galement
repre´sente´es les approximations ε
pim
11 des de´formations re´sultant d’un calcul par polarisation,
sans (b) ou avec (c) prise en compte d’un gradient de polarisation.
Quoiqu’il en soit, les re´sultats des calculs sont repre´sente´s sur les figures 2.19, 2.20 et
2.21, avec les valeurs nume´riques suivantes
Em = 1.0, νm = 0.3, Ei = 0.0001, νi = 0.2,
a = 0.5, r = 1.2, R = 5.0,
ou` Em et νm (resp. Ei et νi) de´signent les module de Young et coefficient de Poisson de la
matrice (resp. des inclusions). La valeur de la se´paration r entre inclusions conside´re´e ici
est de´favorable pour la me´thode des inclusions polarise´es (voir par exemple la figure
2.18). Notons que contrairement aux applications traite´es pre´ce´demment, le rayon R
du domaine Ω n’est pas grand devant le rayon a des inclusions. Cela n’est pas ici
ne´cessaire, puisque la me´thode revient a` utiliser l’ope´rateur de Green exact (aux erreurs
de discre´tisation pre`s).
Sur chacune des figures 2.19, 2.20 et 2.21 a e´te´ reproduite la carte des de´formations
εref dans les deux inclusions sous l’effet du chargement re´el E (solution de re´fe´rence,
« exacte »), puis une coupe de cette courbe dans l’inclusion centre´e en (r/2, 0), le long
de la ligne des centres (soit pour 0.1 ≤ x ≤ 1.1 et y = 0). Ces coupes sont compare´es
aux estimations correspondantes εpim, obtenues par les me´thodes PIM0 et PIM1 ; dans
les trois cas, l’introduction d’un gradient de polarisation ame´liore significativement
l’approximation des de´formations locales, ce qui confirme une nouvelle fois l’inte´reˆt de
l’extension de la me´thode des inclusions polarise´es aux champs de polarisation affines
par inclusion.
Me´thode simplifie´e l’estimation suivante du gradient de de´formation au sein de l’in-
clusionα est e´tablie au paragraphe D.1.1.2
∇kεα = (Cα − C0)−1 : ∇kτα , (2.38)
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FIG. 2.20: Calcul par e´le´ments finis de l’interaction de deux inclusions circulaires. La fi-
gure repre´sente la carte des de´formations εref22 sous chargement E = e2 ⊗ e2, et une coupe
dans cette carte (droite, a), le long de la ligne des centres. Sur le graphe sont e´galement
repre´sente´es les approximations ε
pim
22 des de´formations re´sultant d’un calcul par polarisation,
sans (b) ou avec (c) prise en compte d’un gradient de polarisation.
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FIG. 2.21: Calcul par e´le´ments finis de l’interaction de deux inclusions circulaires. La figure
repre´sente la carte des de´formations εref12 sous chargement de´viatorique (gauche), et une
coupe dans cette carte (droite, a), le long de la ligne des centres. Sur le graphe sont e´galement
repre´sente´es les approximations ε
pim
12 des de´formations re´sultant d’un calcul par polarisation,
sans (b) ou avec (c) prise en compte d’un gradient de polarisation.
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FIG. 2.22: Mise en œuvre de la me´thode simplifie´e pour l’estimation des de´formations
locales. A gauche, de´formation ε11 pour une de´formation macroscopique E = e1 ⊗ e1 ; a`
droite, de´formation ε22 pour une de´formation macroscopique E = e2 ⊗ e2. Sur les deux
graphes sont repre´sente´es les de´formations re´elles εref calcule´es par e´le´ments finis (a) et les
estimations εpim par la me´thode PIM0 (b) et PIM1 (c).
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FIG. 2.23: Mise en œuvre de la me´thode simplifie´e pour l’estimation des de´formations locales
ε12 pour une de´formation macroscopique E = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1. Les de´formations re´elles
εref12 sont repre´sente´es par la courbe a, tandis que les estimations ε
pim
12 par les me´thodes PIM0
et PIM1 sont repre´sente´es en b et c, respectivement.
et le champ local de de´formation peut alors eˆtre estime´ par la formule
ε
pim (x) = (Cα − C0)−1 : τpimα + (xk − xk,α) (Cα − C0)−1 : ∇kτpimα ,
dont la mise en œuvre est plus aise´e que (2.37). Les calculs correspondants sont repre´sen-
te´s sur les figures 2.22 et 2.23. Les me´thodes rigoureuse et simplifie´e (avec dans les deux
cas prise en compte du gradient de polarisation) sont compare´es sur les figures 2.24 et
2.25). On constate que les estimations simplifie´es sont moins bonnes que les estimations
rigoureuses ; pour autant, elles sont beaucoup plus intuitives, et elles seront privile´gie´es
par la suite.
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FIG. 2.24: Comparaison des me´thodes rigoureuse et simplifie´e pour l’estimation des
de´formations locales. A gauche, de´formation ε11 pour une de´formation macroscopique
E = e1 ⊗ e1 ; a` droite, de´formation ε22 pour une de´formation macroscopique E = e2 ⊗ e2.
Sur les deux graphes sont repre´sente´es les de´formations re´elles εref calcule´es par e´le´ments
finis (a) et les estimations εpim par la me´thode PIM1 rigoureuse (b) et simplifie´e (c).
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FIG. 2.25: Comparaison des me´thodes rigoureuse et simplifie´e pour l’estimation des
de´formations locales ε12 pour une de´formation macroscopique E = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1.
Les de´formations re´elles εref12 sont repre´sente´es par la courbe a, tandis que les estimations
ε
pim
12 par la me´thode PIM1 rigoureuse et simplifie´e sont repre´sente´es en b et c, respectivement.
2.4.2 Champs de polarisation quadratiques par inclusion (me´thode PIM2)
Bien que sensiblement meilleures, les estimations fournies par la me´thode PIM1
diffe`rent – dans certains cas de fac¸on significative – des valeurs re´elles, obtenues par
e´le´ments finis. Les cartes des de´formations permettent de comprendre l’origine de ces
e´carts. Tout d’abord, dans les cas de charge E = e1 ⊗ e1 (figure 2.19) et E = e2 ⊗ e2
(figure 2.20), les lignes de niveau sont quasiment paralle`les a` l’axe 2–2, ce qui justifie de
polariser les inclusions par des champs ne de´pendant que de la variable x1. Toutefois, les
isovaleurs de de´formations ne sont pas e´quidistantes, et le champ re´el de de´formation
s’e´carte sensiblement de son approximation affine (particulie`rement au voisinage des
points ou` les inclusions sont les plus proches).
La situation est encore plus de´favorable dans le cas du chargement de´viatorique
(figure 2.21). Dans ce cas en effet, les de´formations sont localise´es au voisinage du point
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de proximite´ des deux inclusions, et la courbure des isovaleurs de de´formation n’est plus
ne´gligeable. Que le champ de polarisation soit constant ou affine sur chaque inclusion,
les de´formations maximales sont alors largement sous-estime´es.
Ceci sugge`re que les estimations fournies par la me´thode des inclusions polarise´es
pourraient encore eˆtre ame´liore´es en choisissant des champs locaux de polarisation qui
autorisent la courbure des lignes de niveau. Dans le pre´sent paragraphe, on conside`re
donc des champs de polarisation quadratiques par inclusion ; la me´thode correspondante
est note´e PIM2.
La mise en e´quation de la me´thode PIM2 ne´cessite des calculs analytiques relative-
ment complexes. Ceux-ci sont toutefois effectue´s une fois pour toutes, et le gain escompte´
justifie cet investissement initial. En effet, bien que l’espace des champs de polarisation
explore´ soit conside´rablement plus riche, le nombre de degre´s de liberte´ reste tre`s limite´,
meˆme pour une configuration contenant un grand nombre d’inclusions. Face a` des
me´thodes plus traditionnelles (e´le´ments finis, e´le´ments de frontie`re), la me´thode PIM2
reste donc compe´titive. Toutefois, afin de ne pas obscurcir le propos, cette dernie`re n’est
pas de´veloppe´e dans toute sa ge´ne´ralite´ ici : on se contente de pre´senter les e´le´ments
strictement ne´cessaires a` sa mise en œuvre sur l’exemple du paragraphe 2.4.1.
Les notations du paragraphe 2.4.1 e´tant conserve´es, on adopte le champ de polarisa-
tion suivant
τ (x) =
{
τ i + (x1 + r/2)∇1τ i + 12 (x1 + r/2)2∇211τ i + 12x22∇222τ i (x ∈ Ω1),
τ i − (x1 − r/2)∇1τ i + 12 (x1 − r/2)2∇211τ i + 12x22∇222τ i (x ∈ Ω2),
(2.39)
ou` (x1, x2) de´signent les coordonne´es du point courant. Dans l’expression pre´ce´dente,
des conside´rations de syme´trie e´le´mentaires (voir e´galement les figures 2.19, 2.20 et 2.21)
permettent d’omettre a priori les termes en ∇2τ i et ∇212τ i.
Pour cette forme (2.39) du champ de polarisation, la fonctionnelle de Hashin et
Shtrikman (1.14) est e´value´e en annexe D.1.2, le re´sultat e´tant mis sous forme matricielle,
en notant X le vecteur colonne obtenu en juxtaposant les repre´sentations de Voigt
des quatre tenseurs inconnus τ i, ∇1τ i, ∇211τ i et ∇222τ i. Tous calculs faits, on obtient
l’expression suivante
1
2 fi
H
(
τ i,∇1τ i,∇211τ i,∇222τ i
)
= XTE− 12XT (L + vT− 2 fiQ) X, (2.40)
les expressions des matrices T, L et Q, ainsi que du vecteur-colonne E e´tant pre´cise´es
par les relations (D.12) et (D.13). L’optimisation de (2.40) conduit finalement a` l’e´quation
en X
(L + vT− 2 fiQ) X = E,
dont la solution nume´rique est aise´ment calcule´e. Une fois de´termine´s les tenseurs
τ i, ∇1τ i, ∇211τ i et ∇222τ i, la de´formation moyenne dans les inclusions est estime´e par
l’expression
(Ci − Cm)−1 :
[
τ i +
a2
8
(
∇211τ i +∇222τ i
)]
.
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FIG. 2.26: De´formations moyennes ε11 dans les inclusions pour une de´formation macro-
scopique E = e1 ⊗ e1 ; a` gauche, inclusions souples (Ei/Em = 0.0001, a` droite, inclusions
rigides (Ei/Em = 100). Sur les graphes sont repre´sente´es les estimations par la me´thode
PIM1 (a), PIM2 (b) et par e´le´ments finis (c).
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FIG. 2.27: De´formations moyennes ε22 dans les inclusions pour une de´formation macro-
scopique E = e2 ⊗ e2 ; a` gauche, inclusions souples (Ei/Em = 0.0001, a` droite, inclusions
rigides (Ei/Em = 100). Sur les graphes sont repre´sente´es les estimations par la me´thode
PIM1 (a), PIM2 (b) et par e´le´ments finis (c).
Les re´sultats de ce calcul sont trace´s sur les figures 2.26, 2.27 et 2.28, ou` ils sont
confronte´s a` ceux obtenus par la me´thode PIM1. La` encore, on constate comme attendu
une ame´lioration de la qualite´ des estimations.
2.4.3 Calcul des tenseurs d’influence
Le de´veloppement de la me´thode des inclusions polarise´es d’ordre 0, et de ses
extensions d’ordre supe´rieur de´pend de l’aptitude a` calculer analytiquement les tenseurs
d’influence entre deux inclusionsα et β. En e´lasticite´ bidimensionnelle (de´formations
planes), ces tenseurs ont la forme ge´ne´rale suivante (voir par exemple D.1.2)
T
p1p2q1q2
αβ (r) =
1
|Ωα| |Ωβ|
∫
x,y∈R2
x
p1
1 x
p2
2 y
q1
1 y
q2
2 χα (x) χβ (y) Γ
∞
0 (y− x+ r) d2 x d2 y,
(2.41)
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FIG. 2.28: De´formations moyennes ε12 dans les inclusions pour une de´formation macro-
scopique E = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 ; a` gauche, inclusions souples (Ei/Em = 0.0001, a` droite,
inclusions rigides (Ei/Em = 100). Sur les graphes sont repre´sente´es les estimations par la
me´thode PIM1 (a), PIM2 (b) et par e´le´ments finis (c).
ou` (x1, x2) sont les coordonne´es du point courant x, et (y1, y2) celles du point courant y.
En e´lasticite´ tridimensionnelle, les tenseurs a` calculer sont de la forme
T
p1p2p3q1q2q3
αβ (r) =
1
|Ωα| |Ωβ|
∫
x,y∈R3
x
p1
1 x
p2
2 x
p3
3 y
q1
1 y
q2
2 y
q3
3 χα (x) χβ (y)
Γ
∞
0 (y− x+ r) d3 x d3 y. (2.42)
L’ope´rateur de Green d’ordre 4 e´tant singulier a` l’origine, il y a lieu de distinguer,
dans les expressions pre´ce´dentes, les cas pour lesquels y − x + r est susceptible de
s’annuler. Comme les recouvrements d’inclusions sont interdits (Ωα ∩Ωβ = ∅,α 6=
β), les inte´grales pre´ce´dentes e´vitent la singularite´ de`s lors que α 6= β. Dans ce cas,
l’ope´rateur de Green Γ∞0 peut eˆtre remplace´ par sa seule partie re´gulie`re Γ˜
∞
0 (voir annexe
B).
En revanche, lorsque α = β, on a ne´cessairement r = 0 (puisque dans ce cas, α et
β de´signent la meˆme inclusion, et la se´paration entre α et β est nulle). Les inte´grales
(2.41) et (2.42) s’entendent alors au sens de leur valeur principale, et il est commode
d’introduire les tenseurs suivants,
P
p1p2p3q1q2q3
α =
1
|Ωα|
∫
x,y∈R3
x
p1
1 x
p2
2 x
p3
3 y
q1
1 y
q2
2 y
q3
3 χα (x) χα (y) Γ
∞
0 (y− x) d3 x d3 y, (2.43)
en trois dimensions, et
P
p1p2q1q2
α =
1
|Ωα|
∫
x,y∈R2
x
p1
1 x
p2
2 y
q1
1 y
q2
2 χα (x) χα (y) Γ
∞
0 (y− x) d2 x d2 y, (2.44)
en deux dimensions. (2.43) et (2.44) ge´ne´ralisent l’expression classique du tenseur de
Hill (obtenu pour p1 = p2 = p3 = q1 = q2 = q3 = 0) : ces tenseurs seront qualifie´s de
tenseurs de Hill ge´ne´ralise´s.
Le proble`me est de calculer les inte´grales (2.41), (2.42), (2.43) et (2.44). Rappelons
qu’une expression analytique de ces tenseurs est indispensable pour assurer l’efficacite´
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(en termes de temps de calcul) de la me´thode des inclusions polarise´es. L’objet de ce pa-
ragraphe est de pre´senter succinctement la de´marche adopte´e pour effectuer ces calculs.
Plusieurs tenseurs d’interaction entre inclusions sphe´riques (e´lasticite´ tridimensionnelle)
ou circulaires (e´lasticite´ bidimensionnelle) ont e´te´ calcule´s en suivant cette de´marche ;
les re´sultats sont rassemble´s dans les paragraphes D.2 et D.3 de l’annexe D.
On distingue dans ce qui suit le calcul des tenseurs de Hill ge´ne´ralise´s (P
p1p2p3q1q2q3
α )
du calcul des tenseurs d’influence de deux inclusions distinctes (T
p1p2p3q1q2q3
αβ ).
2.4.3.1 Calcul des tenseurs d’influence de deux inclusions distinctes
En e´lasticite´ tridimensionnelle, lorsque p1 = p2 = p3 = q1 = q2 = q3 = 0 (il s’agit
alors de l’unique tenseur d’influence Tαβ de la me´thode PIM0), des expressions analy-
tiques (obtenues par transforme´e de Fourier) du tenseur d’influence ont e´te´ propose´es
par Berveiller et coll. (1987). Les calculs se ge´ne´ralisent toutefois mal au calcul des autres
tenseurs d’influence.
La me´thode propose´e ici est base´e sur un de´veloppement en se´rie de l’ope´rateur de
Green d’ordre 4. Plus pre´cise´ment,
Γ˜
∞
0 (y− x+ r) = Γ˜∞0 (r) + (yk − xk) ∂kΓ˜∞0 (r) + · · · ,
que l’on peut inte´grer terme a` terme (les deux inclusions Ωα et Ωβ e´tant d’extension
finie). Ainsi, en dimension 2 par exemple,
T
p1p2q1q2
αβ (r) = I
p1p2
α I
q1q2
β Γ˜
∞
0 (r) + I
p1p2
α I
q1+1,q2
β ∂1Γ˜
∞
0 (r) + I
p1p2
α I
q1 ,q2+1
β ∂2Γ˜
∞
0 (r)
− Ip1+1,p2α Iq1 ,q2β ∂1Γ˜
∞
0 (r)− Ip1 ,p2+1α Iq1q2β ∂2Γ˜
∞
0 (r) + · · · ,
en introduisant les inte´grales
I
p1p2
α =
1
Ωα
∫
x∈R2
x
p1
1 x
p2
2 d
2 x, (2.45)
dont le calcul est trivial lorsque la ge´ome´trie des inclusions est suffisamment simple.
L’inte´reˆt de cette fac¸on de proce´der est double. En premier lieu, la me´thode est tre`s
syste´matique, et ne fait intervenir que des calculs alge´briques simples (mais lourds).
Elle se preˆte donc tre`s bien a` une imple´mentation dans un logiciel de calcul formel, un
nombre quelconque de termes du de´veloppement en se´rie pouvant alors eˆtre calcule´,
quelles que soient les valeurs de p1, p2, p3, q1, q2 et q3. En second lieu, il semble que,
pour des inclusions sphe´riques, chaque se´rie ne contienne qu’un nombre fini de termes
non-nuls. Ce re´sultat, non de´montre´ mathe´matiquement, a e´te´ ve´rifie´ pour tous les
tenseurs intervenant dans la me´thode PIM2, en calculant les dix premiers termes du
de´veloppement en se´rie de chaque tenseur d’interaction. Lorsque les inclusions sont de
forme quelconque, rien ne permet d’affirmer un tel re´sultat. On peut toutefois espe´rer
que la convergence de la se´rie est suffisamment rapide pour autoriser sa troncature a`
quelques termes seulement.
2.4.3.2 Calcul des tenseurs de Hill ge´ne´ralise´s
Il s’agit dans un premier temps d’e´liminer la singularite´ de l’ope´rateur de Green
a` l’origine. Pour cela, l’inte´gration en y dans les expressions (2.43) et (2.44) est clas-
siquement (voir notamment Mura, 1987) effectue´e en coordonne´es polaires de poˆle
x.
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Une fois la singularite´ (apparente) e´limine´e, les calculs semblent malheureusement
moins syste´matiques que dans le cas pre´ce´dent.
***
Les de´veloppements du paragraphe 2.4 ont permis de ve´rifier qu’un enrichissement
des champs de polarisation conside´re´s conduit bien a` une pre´cision accrue des re´sultats
fournis par la me´thode des inclusions polarise´es. Ce re´sultat e´tait attendu du fait de
l’origine variationnelle de cette me´thode.
En termes quantitatifs, les diffe´rences entre les estimations PIM0, PIM1 et PIM2 peuvent
sembler tre`s modestes. Il faut toutefois noter que dans tous les cas, l’e´cart entre l’estima-
tion PIM0 et le calcul exact est relativement faible (voir figures 2.16, 2.17 et 2.18). Pour
autant, dans une assemble´e comportant un grand nombre d’inclusions, il a de´ja` e´te´ men-
tionne´ plus haut (voir e´quations (2.29) et (2.30)) que les estimations par la me´thode PIM0
(tre`s voisines de celles de Hashin et Shtrikman) des modules d’e´lasticite´ homoge´ne´ise´s,
s’e´cartent sensiblement de leurs valeurs exactes. Il semble ainsi qu’une petite erreur
syste´matique sur l’interaction de deux inclusions se traduise par une erreur beaucoup
plus importante sur les proprie´te´s macroscopiques. Dans ce cas, toute ame´lioration du
calcul de cette interaction (par exemple, en introduisant des polarisations quadratiques
par morceaux) est souhaitable.
On sait par ailleurs (Willis, 1977) que la minimisation de la fonctionnelle de Hashin
et Shtrikman sur un espace de polarisation suffisamment grand, conduit au champ
de polarisation effectivement observe´ a` l’e´quilibre. En d’autres termes, si la me´thode
des inclusions polarise´es est suffisamment raffine´e (en choisissant des polynoˆmes de
degre´ de plus en plus e´leve´), sa pre´cision deviendra excellente. Il est alors le´gitime de
se demander quel degre´ minimal donner aux polynoˆmes utilise´s pour que la me´thode
des inclusions polarise´es trouve tout son inte´reˆt. Un e´le´ment de re´ponse est apporte´ par
l’e´tude des figures 2.16, 2.17, 2.18. Il est facile de ve´rifier que les courbes a (correspondant
au calcul « exact », par e´le´ments finis) peuvent eˆtre ajuste´es avec une pre´cision excellente
a` des polynoˆmes de degre´ 4. Il faut donc s’attendre a` ce que la me´thode PIM4 (encore a`
de´velopper) repre´sente le compromis cherche´ entre pre´cision des calculs, et simplicite´
de la me´thode.
***
Dans ce chapitre, une me´thode nume´rique adapte´e au calcul de composites de
type « matrice et inclusions » est propose´e. Elle est e´troitement lie´e a` la me´thode de
l’inclusion e´quivalente (Eshelby, 1957; Moschovidis et Mura, 1975), dont elle se distingue
toutefois par son origine variationnelle permettant d’e´tablir des bornes rigoureuses sur
les modules d’e´lasticite´, et par la prise en compte explicite des conditions aux limites.
Chaque inclusion e´tant traite´e individuellement, il e´tait le´gitime d’attendre de cette
me´thode qu’elle fournisse des bornes plus serre´es que celles de (Hashin et Shtrikman,
1963). En re´alite´, les re´sultats pre´sente´s dans ce chapitre se de´marquent peu de ces
bornes, contredisant ainsi l’intuition. Pour autant, nous restons persuade´s que le principe
meˆme de la me´thode n’est pas a` remettre en cause. Nous verrons en effet au chapitre 3
qu’en poroe´lasticite´, la me´thode (meˆme dans sa version la plus rustique, PIM0) permet
(contrairement aux approches classiques) de distinguer deux tailles de pores.
En tout e´tat de cause, notons que les calculs du paragraphe 2.3 portent sur des mil-
liers de configurations tridimensionnelles, contenant jusqu’a` 2048 inclusions. Des calculs
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d’une telle ampleur sont pour le moment inenvisageables avec des outils plus tradition-
nels, tels que e´le´ments finis ou transforme´e de Fourier discre`te. Par une e´tude statistique
pre´cise du proble`me pose´, ils ont permis de mettre au point un cadre me´thodologique
s’appliquant a` toute me´thode de calcul. Un sche´ma d’extrapolation (pour les grands vo-
lumes) a notamment e´te´ valide´.
Pour finir, les de´veloppements prospectifs du paragraphe 2.4 laissent penser qu’une
ame´lioration de la me´thode est possible, en conside´rant des polarisations polynomiales
par inclusions. La formulation de telles me´thodes e´tendues (PIM1, PIM2, . . . ) ne´cessite
des calculs analytiques lourds pour lesquels un cadre syste´matique a e´te´ pre´sente´ ; leur
imple´mentation semble donc envisageable, et sera l’objet de travaux futurs.
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Chapitre 3
Me´thodes de polarisation en
poroe´lasticite´
On s’inte´resse dans le pre´sent chapitre a` des milieux he´te´roge`nes, line´airement
e´lastiques et pre´contraints, l’origine physique de la pre´contrainte (elle-meˆme he´te´roge`ne)
n’e´tant pas pre´cise´e. L’homoge´ne´isation de tels milieux fait apparaıˆtre, outre la raideur
macroscopique Chom, de nouvelles proprie´te´s e´lastiques couplant la pre´contrainte ma-
croscopique a` des variables de de´formation additionnelles. On montrera par une e´tude
statistique par e´le´ments finis que ces coefficients de couplage sont plus sensibles aux
de´tails de la microstructure que la raideur homoge´ne´ise´e.
Les milieux e´lastiques pre´contraints constituent donc un champ d’expe´rimentation
ide´al pour les me´thodes de´veloppe´es dans ce travail : tout en restant dans le domaine
line´aire, on travaille maintenant sur des configurations dont on sait qu’elles ont des
proprie´te´s macroscopiques qui diffe`rent sensiblement d’estimations classiques de type
Mori et Tanaka.
Les milieux poreux sature´s constituent un sous-ensemble tre`s important de la classe
de mate´riaux conside´re´s ici. Dans ce cas, c’est la pression du fluide occupant l’espace
poral qui joue le roˆle de pre´contrainte (Dormieux et coll., 2006), et les re´sultats ge´ne´raux
e´tablis dans ce chapitre s’appliquent directement.
A l’inverse, les milieux poreux insature´s ne rele`vent en ge´ne´ral pas des me´thodes
propose´es dans ce chapitre, car celles-ci ne permettent pas la prise en compte des e´nergies
de surface (aux interfaces solide-fluide et fluide-fluide) qui ne peuvent plus eˆtre ne´glige´es
(Coussy, 2010). En effet, si les tensions superficielles en re´sultant peuvent eˆtre interpre´te´es
comme un champ de pre´contrainte (Chateau et Dormieux, 2002; Dormieux et coll.,
2006), celui-ci est ge´ne´ralement tre`s he´te´roge`ne du fait de la variabilite´ de la courbure
locale des interfaces. Cette he´te´roge´ne´ite´ du champ de pre´contrainte est incompatible
avec l’approche pre´sente´e dans ce chapite, pour lequel l’une des hypothe`ses est que la
pre´contrainte est constante par morceaux (par phase ou par inclusion).
Les milieux poreux constitue´s de pores sphe´riques, range´s par taille de´croissante et
relie´s par des canaux cylindriques (voir figure 3.1) constituent une exception notable, qui,
bien qu’acade´mique, reveˆt une grande importance pratique. De tels mode`les permettent
en effet notamment d’expliquer (au moins qualitativement) les phe´nome`nes d’hyste´re´sis
dans une expe´rience de porosime´trie (Chateau et Dormieux, 2002).
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FIG. 3.1: Mode`le morphologique permettant d’expliquer les hyste´re´sis dans une expe´rience
de porosime´trie (Chateau et Dormieux, 2002). Des pores sphe´riques ordonne´s par taille
de´croissante sont relie´s par des canaux cylindriques, eux-meˆmes ordonne´s par taille
de´croissante. Dans une expe´rience de drainage, le fluide mouillant remplit tous les pores
dont le rayon d’acce`s r est infe´rieur a` 2γ/pc (pc : pression capillaire). Dans une expe´rience
d’imbibition, le fluide mouillant remplit tous les pores dont le rayon R est supe´rieur a` 2γ/pc.
L’influence des de´tails de la microstructure sur le comportement homoge´ne´ise´ des
milieux pre´contraints est illustre´e sur le proble`me mode`le du se´chage d’un milieu
poreux initialement sature´. Ce se´chage s’accompagne d’une de´formation macrosco-
pique (retrait), dont la valeur est lie´e aux coefficients de Biot associe´s a` chaque famille
(taille) de pores. Leur estimation est complexe (Coussy et Brisard, 2009), et on fait
ge´ne´ralement l’hypothe`se simplificatrice dite d’isode´formation des pores, dans laquelle,
pour une de´formation macroscopique donne´e, tous les pores (quelle que soit leur taille)
subissent la meˆme de´formation moyenne. Les approches propose´es ici permettent de
revisiter cette hypothe`se, et de montrer que, meˆme lorsque la distribution de tailles
de pores n’est que faiblement e´tendue, les de´formations re´elles peuvent s’en e´carter
significativement.
Des re´sultats ge´ne´raux concernant l’homoge´ne´isation des milieux pre´contraints sont
dans un premier temps rappele´s au paragraphe 3.1. Une extension des me´thodes de
polarisation est alors propose´e au paragraphe 3.2.
Le principe de Hashin et Shtrikman ainsi ge´ne´ralise´ conduit a` une borne sur l’e´nergie
potentielle macroscopique des milieux pre´contraints. Bien que cette borne ne conduise
pas – contrairement aux modules d’e´lasticite´ – a` un encadrement direct des coefficients
de couplage entre contrainte macroscopique et pre´contraintes locales, il est possible de
conside´rer les re´sultats obtenus comme une estimation. On retrouve alors le mode`le
de Mori et Tanaka, l’hypothe`se d’isode´formation des pores trouvant ainsi un support
variationnel.
Dans le cadre du se´chage d’un milieu poreux, l’approche de Hashin et Shtrikman
(1963) s’ave`re donc incapable de quantifier l’effet de la distribution de tailles des pores.
Afin de juger de la qualite´ d’estimations plus pre´cises de cet effet, des calculs par e´le´ments
finis sont pre´sente´s au paragraphe 3.3. On obtient ainsi (en de´formations planes) des
valeurs de re´fe´rence pour les coefficients de Biot d’un milieu poreux constitue´ de deux
tailles distinctes (mais pas se´pare´es) de pores. On ve´rifie que l’hypothe`se d’isode´formation
des pores est mise en de´faut ; il est donc inte´ressant de chercher a` quantifier l’e´cart a`
cette hypothe`se par des me´thodes moins lourdes que les e´le´ments finis.
C’est dans ce but que la me´thode des inclusions polarise´es du chapitre 2 est e´tendue
au paragraphe 3.4 aux milieux pre´contraints. Cette me´thode est alors applique´e au
proble`me pre´alablement traite´ par e´le´ments finis. Onmontre qu’elle permet de distinguer
les petits des gros pores, meˆme si les valeurs obtenues dans ce paragraphe diffe`rent
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des valeurs « exactes » issues des calculs par e´le´ments finis. Ces re´sultats encourageants
soulignent l’inte´reˆt qu’il y a a` de´velopper la me´thode des inclusions polarise´es, par
exemple en enrichissant l’espace des champs de polarisation explore´s.
3.1 Homoge´ne´isation d’un milieu pre´contraint
Dans ce paragraphe sont de´finies les proprie´te´s macroscopiques d’un milieu he´te´ro-
ge`ne line´airement e´lastique, pre´contraint. Les re´sultats propose´s ici sont obtenus en
utilisant la de´marche de Dormieux et coll. (2006) pour les milieux poreux. Les notations
sont celles du paragraphe 1.2.1, auxquelles on ajoute la pre´contrainte locale ̟ (x),
suppose´e constante par phase (de meˆme que les proprie´te´s e´lastiques)
̟ (x) =
P
∑
α=1
χα (x)̟α , (3.1)
ou`̟α de´signe la pre´contrainte de la phaseα, et P le nombre total de phases. Afin d’y
incorporer ces pre´contraintes, le proble`me de microme´canique (1.2a) – (1.2d), e´crit sur le
domaine Ω doit eˆtre modifie´ de la fac¸on suivante
div [σ (x)] = 0 (x ∈ Ω), (3.2a)
σ (x) = C (x) : ε (x) +̟ (x) (x ∈ Ω), (3.2b)
u (x) = E · x (x ∈ ∂Ω), (3.2c)
2εi j (x) = ∂iu j (x) + ∂ jui (x) (x ∈ Ω). (3.2d)
L’objet du pre´sent paragraphe est de relier la contrainte macroscopique Σ a` la de´for-
mation macroscopique E ainsi qu’aux pre´contraintes̟1, . . . ,̟P. Comme dans le cas
des milieux he´te´roge`nes non pre´contraints, la cle´ re´side dans la line´arite´ du proble`me de
microme´canique (3.2a) – (3.2d).
3.1.1 Lois de comportement macroscopiques
Les proprie´te´s e´lastiques homoge´ne´ise´es du milieu Ω sont obtenues en e´crivant que
la solution ε (x) du proble`me (3.2a) – (3.2d) de´pend line´airement des (P+ 1) parame`tres
de chargement E,̟1, . . . ,̟P
ε (x) = A (x) : E+
P
∑
α=1
Aα (x) :̟α , (3.3)
ou` l’on a introduit les tenseurs de localisation des de´formations A (x) et Aα (x). Les
moyennes volumiques de ces tenseurs sont e´videmment
A = I, Aα = 0.
On remarque par ailleurs que si on applique une pre´contrainte uniforme a` l’ensemble
du domaine Ω (̟1 = · · · = ̟P), alors ses de´formations locales sont nulles. En d’autres
termes,
A1 + · · ·+AP = 0.
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Les contraintes locales se de´duisent de la re`gle de localisation (3.3), combine´e a` la loi
de comportement (3.2b), ainsi qu’a` la de´finition (3.1)
σ (x) = C (x) : A (x) : E+
P
∑
α=1
[C (x) : Aα (x) + χα (x) I] :̟α ,
d’ou` l’on de´duit l’expression des contraintes macroscopiques
Σ = σ = C : A : E+
P
∑
α=1
C : Aα + χαI :̟α = C
hom : E+
P
∑
α=1
Bα :̟α , (3.4)
en introduisant la raideur macroscopique classique Chom, ainsi que les tenseurs Bα,
d’ordre 4
Chom = C : A, Bα = C : Aα + χαI.
Par analogie avec les milieux poreux, pour lesquels le coefficient de Biot bα relie
la contrainte macroscopique a` la pression dans le fluide, le tenseur Bα est de´nomme´
tenseur de Biot.
La seule loi de comportement (3.4) n’est pas suffisante, puisqu’elle ne fournit qu’une
relation, pour (P+ 1) parame`tres de chargement. L’e´galite´ (3.4) est donc comple´te´e en
introduisant P variables de de´formation, associe´es aux pre´contraintes̟1, . . . ,̟P. Ces
variables sont note´es E1, . . . , EP ; elles sont identifie´es en e´crivant la densite´ d’e´nergie
potentielle macroscopique du milieu pre´contraint
Eα =
∂Epot
∂̟α
, Epot =
1
2
ε : C : ε+̟ : ε.
A l’e´quilibre, l’e´nergie Epot re´alise le minimum sur l’ensemble K (E) des champs
de de´formation ε cine´matiquement admissibles avec la de´formation macroscopique E
(Salenc¸on, 2002)
K (E) =
{
ε,ε (x) =
1
2
[
∂u
∂x
+
(
∂u
∂x
)T]
, u|∂Ω (x) = E · x
}
.
Pour de´terminer l’expression des variables Eα, on conside`re deux chargements Q et
Q + δQ voisins
Q = (E,̟1, . . . ,̟P) , δQ = (0, δ̟1, . . . , δ̟P) ,
et on calcule la diffe´rence d’e´nergie e´lastique entre les configurations d’e´quilibre corres-
pondant a` ces deux chargements. Soit ε (x) la solution du proble`me (3.2a) – (3.2d) pour
le chargement Q. A l’e´quilibre sous le nouveau chargement Q+ δQ, la de´formation vaut
ε+ δε, et la variation d’e´nergie e´lastique est
δEpot = (ε : C+̟) : δε+
P
∑
α=1
χαε : δ̟α .
Le premier terme est la variation d’e´nergie e´lastique autour de la configuration
d’e´quilibre sous le chargement Q, pour le champ d’essai δε. Cette premie`re variation
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est e´videmment nulle, puisque σ = C : ε +̟ re´alise l’e´quilibre (le lemme de Hill
permet e´galement de retrouver ce re´sultat). On obtient donc l’expression de la variable
de de´formation Eα associe´e au parame`tre de chargement̟α
Eα =
∂Epot
∂̟α
= χαε. (3.5)
Cette expression e´tant e´tablie, on obtient aise´ment la loi de comportement reliant Eα
aux (P + 1) parame`tres de chargement. Ainsi, par inte´gration de la re`gle de localisation
(3.3)
Eα = χαε = χαA : E+
P
∑
β=1
χαAβ :̟β = B
′
α : E−
P
∑
β=1
Dαβ :̟β, (3.6)
en posant
B′α = χαA, Dαβ = −χαAβ. (3.7)
Les relations (3.4) et (3.6) de´finissent le comportement macroscopique (homoge´ne´ise´)
du milieu he´te´roge`ne, pre´contraint Ω. Outre la syme´trie du tenseur d’e´lasticite´ ho-
moge´ne´ise´ Chom (Dormieux et coll., 2006), on peut montrer les proprie´te´s suivantes (voir
annexe E)
B′α = B
T
α , Dβα = D
T
αβ, (3.8)
de sorte que les lois de comportement macroscopiques s’e´crivent finalement
Σ = Chom : E+
P
∑
α=1
Bα :̟α , Eα = B
T
α : E−
P
∑
β=1
Dαβ :̟β. (3.9)
Pour conclure ce paragraphe, remarquons que les coefficients de Biot ne sont pas
inde´pendants. En effet, d’apre`s (3.7), on a d’une part
B1 + · · ·+ BP = (χ1 + · · ·+ χP)A = A = I, (3.10)
et d’autre part
B1 : C1 + · · ·+ BP : CP = C1 : B′1 + · · ·+ CP : B′P
= (χ1C1 + · · ·+ χPCP) : A = C : A = Chom. (3.11)
Lorsque le mate´riau est biphasique, ces relations permettent d’exprimer B1 et B2 en
fonction de Chom
B1 =
(
Chom − C2
)
: (C1 − C2)−1 , B2 =
(
Chom − C1
)
: (C2 − C1)−1 . (3.12)
On montre de la meˆme fac¸on les relations
P
∑
β=1
Dβα = 0,
P
∑
β=1
Cβ : Dβα = fαI− Bα . (3.13)
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3.1.2 Densite´ d’e´nergie potentielle macroscopique
Son expression s’obtient en inse´rant dans la de´finition microscopique
Epot =
1
2
ε : C : ε+̟ : ε,
la re`gle de localisation (3.3). On obtient alors, tous calculs faits, et en utilisant les relations
(E.3) et (E.4)
Epot =
1
2
E : Chom : E+
P
∑
α=1
E : Bα :̟α − 1
2
P
∑
α=1
P
∑
β=1
̟α : Dαβ :̟β. (3.14)
Outre les lois de comportement (3.5), on retrouve la relation habituelle suivante
Σ =
∂Epot
∂E
.
3.1.3 Isotropie statistique
Lorsque le milieu he´te´roge`ne conside´re´ est statistiquement isotrope, les tenseurs
Chom, Bα et Dαβ se de´composent sur les tenseurs J et K
Chom = dκhomJ+ 2µhomK, Bα = bαJ+ b
d
αK, Dαβ =
1
dNαβ
J+
1
2Ndαβ
K,
ou` d = 3 en e´lasticite´ tridimensionnelle, d = 2 en de´formations planes ; les notations
bα et Nαβ sont adopte´es par analogie avec les milieux poreux (voir ci-apre`s). Posons
e´galement
Σ
d = Σ− 1
d
(trΣ) i, pα = −1
d
tr̟α , ̟
d
α = ̟α + pα i,
Ed = E− 1
d
(tr E) i, Edα = Eα −
1
d
(tr Eα) i,
de sorte que les lois de comportement (3.9) s’e´crivent
1
d
trΣ = κhom tr E−
P
∑
α=1
bαpα , (3.15a)
Σ
d = 2µhomEd +
P
∑
α=1
bdα̟
d
α , (3.15b)
tr Eα = bα tr E+
P
∑
β=1
pβ
Nαβ
, (3.15c)
Edα = b
d
αE
d −
P
∑
β=1
̟dβ
2Ndαβ
, (3.15d)
et l’expression de la densite´ d’e´nergie potentielle (3.14) devient
Epot =
1
2
κhom (tr E)2 −
P
∑
α=1
bαpα tr E− 1
2
P
∑
α=1
P
∑
β=1
pαpβ
Nαβ
+µhomEd : Ed
+
P
∑
α=1
bdα̟
d
α : E
d − 1
2
P
∑
α=1
P
∑
β=1
̟dα :̟
d
β
2Ndαβ
.
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3.1.4 Le cas particulier des milieux poreux
3.1.4.1 Lois de comportement macroscopiques
Les phases d’un milieu poreux (non ne´cessairement isotrope) sont d’une part les N fa-
milles de pores (nume´rote´es deα = 1 a`α = N) occupe´es par des fluides e´ventuellement
diffe´rents (et donc soumises a` des pressions diffe´rentes), et d’autre part, les phases
solides, que l’on supposera libres de pre´contrainte. Notant pα la pression dans la famille
de poresα = 1, . . . ,N, la pre´contrainte̟α a alors pour expression
̟α = −pα i,
d’ou` l’on de´duit tout d’abord l’expression de la contrainte macroscopique (3.9)
Σ = Chom : E−
N
∑
α=1
(Bα : i) pα .
On montre ensuite que la variable de de´formation associe´e au parame`tre de charge-
ment pα n’est plus Eα, mais tr Eα, qui n’est autre que la variation de volume de la phase
α, rapporte´e au volume total du domaine Ω, sous l’effet du chargement (E, p1, . . . , pN)
tr Eα =
∆Vα
V
, V = |Ω| , Vα = |Ωα| .
La loi de comportement re´gissant cette nouvelle variable de de´formation est obtenue
par contraction de la deuxie`me e´galite´ de (3.9)
tr Eα = i : Eα = (Bα : i)
T : E−
N
∑
β=1
i : Dαβ :̟β = (Bα : i)
T : E+
N
∑
β=1
(i : Dαβ : i) pβ.
Les expressions pre´ce´dentes se simplifient lorsque le milieu poreux est statistique-
ment isotrope (voir les notations adopte´es au paragraphe 3.1.3)
Σ = Chom : E−
N
∑
α=1
bαpα i, tr Eα = bα tr E+
N
∑
β=1
pβ
Nαβ
,
ou` l’on reconnaıˆt les lois de comportement classiques d’un milieu poreux non sature´
(Coussy, 2010), qui apparaıˆt donc bien comme un cas particulier de la classe de mate´riaux
conside´re´s ici.
Finalement, on remarque que si la phase solide (s) est homoge`ne, et si tous les pores
sans distinction sont associe´s a` la meˆme phase (p), alors l’e´quation (3.12) s’applique,
puisqu’on a un milieu biphasique, et (Dormieux et coll., 2002)
Bp = I− Chom : C−1s ,
soit encore, dans le cas ou` le milieu est statistiquement isotrope
bp = 1− κ
hom
κs
, (3.16)
qui n’est autre que la relation de Biot (Coussy, 2010, e´quation (4.14)).
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De meˆme, lorsque la phase solide (indice s, correspondant a` α = N + 1 = P) est
homoge`ne, et le re´seau poral est constitue´ de N = P− 1 familles, on a d’apre`s (3.13),
pourα = 1, . . . ,N
Ds,α = − (D1,α + · · ·+DN,α) , Cs : Ds,α = fαI− Bα ,
d’ou` l’on de´duit finalement la relation
D1,α + · · ·+DN,α = C−1s : (Bα − fαI) ,
soit encore, en projection sphe´rique (pour un milieu statistiquement isotrope)
1
N1,α
+ · · ·+ 1
NN,α
=
bα − fα
κs
,
qui correspond encore une fois a` une relation connue (voir par exemple Coussy, 2010,
e´quation 7.39).
3.1.4.2 L’hypothe`se d’isode´formation des pores
Lorsque l’espace poral est constitue´ de plusieurs familles de pores, les relations
pre´ce´dentes ne permettent pas de de´terminer la valeur des coefficients de Biot associe´s a`
chacune de ces familles. En effet, l’e´quation (3.7)montre qu’il est ne´cessaire d’estimer
les de´formations moyennes dans chaque famille de pores, sous l’effet d’une de´formation
macroscopique hydrostatique. Or, les sche´mas classiques d’homoge´ne´isation ne per-
mettent pas de proposer des estimations diffe´rentes pour les de´formations de phases
ayant la meˆme raideur.
Il est donc naturel d’admettre, au moins en premie`re approximation, que les de´forma-
tions moyennes sont identiques dans toutes les familles de pores
1
|Ωα|
∫
x∈Ωα
A (x) d3 x =
1
|Ωβ|
∫
x∈Ωβ
A (x) d3 x,
pourα,β correspondant a` deux familles de pores. Cette hypothe`se minimaliste consti-
tue l’hypothe`se d’isode´formation des pores. On obtient alors, en inse´rant la relation
pre´ce´dente dans (3.7)
Bα = ξαBp, (3.17)
ou` Bp de´signe le tenseur de Biot total du re´seau poral, et ξα la proportion de pores de la
familleα
Bp =
N
∑
β=1
Bβ, ξα =
fα
∑
N
β=1 fβ
,
ou` les sommes en β sont e´tendues aux N familles de pores. En projection sphe´rique, la
relation pre´ce´dente s’e´crit bα = ξαbp, et la relation de Biot (3.16) permet alors d’obtenir
une estimation des coefficients de Biot partiels.
L’hypothe`se d’isode´formation des pores, bien que naturelle, n’est pas justifie´e the´ori-
quement. Ainsi, lorsque le re´seau poral est constitue´ de deux familles aux e´chelles
se´pare´es, on montre (voir notamment l’e´quation (C.12) de l’annexe C) que les gros pores
se de´forment plus que les petits pores, et que les valeurs des coefficients de Biot s’e´cartent
des pre´dictions (3.17). L’objet de ce chapitre est de quantifier ces e´carts, par exemple
dans le but d’ame´liorer les pre´dictions du retrait de se´chage (voir ci-apre`s).
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3.1.4.3 Se´chage d’un mate´riau poreux
Le se´chage d’un mate´riau poreux constitue un proble`me mode`le dans lequel inter-
viennent explicitement les valeurs des coefficients de Biot associe´s a` chaque famille
de pores. L’hypothe`se d’isode´formation des pores (ou toute approche alternative) joue
donc un roˆle central dans ce proble`me, dont les aspects thermodynamiques ne sont
qu’e´voque´s (pour un expose´ complet, voir Coussy et Brisard, 2009).
On conside`re un solide poreux, initialement sature´ en liquide (fluide mouillant,
indice ℓ), et progressivement envahi par un gaz (fluide non-mouillant, indice g) du fait
de sa mise en e´quilibre avec l’atmosphe`re, dont l’humidite´ relative est note´e hrel. La loi
de Kelvin s’e´crit alors (Coussy, 2010, paragraphe 8.2.1)
pℓ − pg = RTvℓ ln hrel,
ou` R de´signe la constante des gaz parfaits, T la tempe´rature, et vℓ le volume molaire du
liquide.
Le proble`me est simplifie´ en conside´rant une morphologie du type de celle pre´sente´e
sur la figure 3.1, mais contenant seulement deux populations de pores sphe´riques, de
rayons respectifs a1 < a2. On suppose de plus que la pression du gaz est telle que les
petits pores sont sature´s en liquide, tandis que les gros pores sont remplis de gaz. D’apre`s
la loi de Laplace, cela signifie que
pg − pℓ =
2γgℓ
r
, (3.18)
en notant γgℓ la densite´ surfacique d’e´nergie de l’interface entre les fluides mouillant
et non-mouillant, et r le rayon d’acce`s aux petits pores. La loi de comportement (3.15a)
s’e´crit par ailleurs
1
d
trΣ = κhom tr E− b1
(
pℓ − 2γsℓa1
)
− b2
(
pg − 2γsg
a2
)
,
ou` pα − 2γsα/aα est la pression effectivement transmise au solide par le fluide (le terme
en γsα tenant compte de la loi de Laplace a` l’interface solide-fluide). En supposant le
solide libre de contrainte
tr E =
b1
κhom
(
pℓ − 2γsℓa1
)
+
b2
κhom
(
pg − 2γsg
a2
)
,
qui est l’expression de la de´formation macroscopique induite par la pre´sence des fluides.
En notant b le coefficient de Biot total, on obtient l’expression de la de´formation volu-
mique totale
tr E =
b
κhom
pg +
RTb1
vℓκhom
ln hrel − 2
κhom
(
b1γsℓ
a1
+
b2γsg
a2
)
. (3.19)
Le solide poreux est initialement sature´ en liquide, et en re´pe´tant le raisonnement
pre´ce´dent, la de´formation volumique initiale s’e´crit
tr E =
b
κhom
pℓ − 2γsℓ
κhom
(
b1
a1
+
b2
a2
)
. (3.20)
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En soustrayant (3.20) a` (3.19), et en tenant compte de ce que dans (3.19), le gaz est a`
pression atmosphe´rique, tandis que dans (3.20), le liquide est a` pression atmosphe´rique,
on obtient finalement la de´formation volumique macroscopique engendre´e par le
se´chage
RTb1
vℓκhom
ln hrel −
2b2γℓg
a2κhom
cosθ, (3.21)
ou` l’angle de mouillageθ et la relation de Young (γsg = γℓg cosθ+γsℓ) ont e´te´ introduits.
La de´formation (3.21) est ne´gative puisque hrel ≤ 1 : il s’agit comme annonce´ d’un retrait.
Son amplitude est affecte´e par la distribution de taille des pores de quatre fac¸ons.
1. Tout d’abord, d’apre`s la loi de Laplace (3.18), la valeur de la pression capillaire
de´pend du rayon d’acce`s r aux pores. Cet effet est aise´ment pris en compte.
2. Ensuite, le module de compression homoge´ne´ise´ κhom de´pend de la distribution
de taille des pores, ce qui modifie la valeur de la de´formation de retrait (3.21). Il a
e´te´ montre´ au chapitre 2 que cet effet est faible.
3. Par ailleurs, dans les gros pores, le remplacement du liquide par le gaz modifie la
valeur de la tension superficielle a` l’interface solide-fluide, ce qui se traduit par le
second terme de (3.21).
4. Finalement, les deux termes de la de´formation de retrait (3.21) sont proportionnels
aux coefficients de Biot partiels b1 et b2. Une premie`re estimation de ce retrait peut
eˆtre propose´e dans le cadre de l’hypothe`se d’isode´formation des pores(
RT f1
vℓ
ln hrel −
2 f2γℓg
a2
cosθ
)(
1
κhom
− 1
κs
)
,
ou`κs de´signe le module de compression de la matrice solide (suppose´e homoge`ne).
Le proble`me est alors de savoir si l’expression ci-dessus sur- ou sous-estime l’am-
plitude du retrait. Il faut pour cela proposer une estimation des coefficients de Biot
qui de´passe l’hypothe`se d’isode´formation des pores.
3.2 Polarisation des milieux e´lastiques pre´contraints
Dans ce paragraphe, le principe de Hashin et Shtrikman (1962), e´nonce´ au chapitre 1,
est e´tendu au cas des mate´riaux pre´contraints. Les raisonnements, calque´s sur ceux de
Talbot et Willis (1985) mais restreints a` l’e´lasticite´ line´aire, sont pre´sente´s au paragraphe
3.2.1. Les re´sultats obtenus se ge´ne´ralisent sans difficulte´ a` l’e´lasticite´ non-line´aire (au
prix de l’introduction d’une transforme´e de Legendre-Fenchel).
En adoptant au paragraphe 3.2.2 un champ de polarisation constant par phase (les
valeurs de ce champ e´tant de plus de´terministes), on obtient une borne sur la densite´
d’e´nergie potentielle macroscopique du solide pre´contraint. Ces bornes sont explicite´es
au paragraphe 3.2.3 lorsque toutes les phases sont localement isotropes. Comme pour les
modules d’e´lasticite´ homoge´ne´ise´s, le calcul fait intervenir des fonctions de corre´lation a`
deux points, et donc indirectement – dans le cas d’un milieu poreux – la distribution de
taille des pores. Malheureusement, ces fonctions de corre´lation disparaissent lorsque le
milieu est statistiquement isotrope. Les re´sultats coı¨ncident alors avec ceux qui auraient
e´te´ obtenus dans l’hypothe`se d’isode´formation des pores, dont on propose donc une
interpre´tation variationnelle.
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On montrera au paragraphe 3.2.4 que les coefficients de couplage Bα et Dαβ satisfont
des ine´galite´s qui ne sont pas explicites, puisqu’elles font intervenir une combinaison
quadratique des proprie´te´s homoge´ne´ise´es, sans que l’une d’entre elles puisse eˆtre
isole´e. Des estimations au sens de Hashin et Shtrikman peuvent toutefois eˆtre obtenues.
Ces estimations coı¨ncident avec celles de Mori et Tanaka, en adoptant l’hypothe`se
d’isode´formation des pores.
3.2.1 Extension aux milieux pre´contraints du principe variationnel de
Hashin et Shtrikman
Les de´veloppements propose´s dans ce paragraphe sont tre`s proches du formalisme
ge´ne´ral de´veloppe´ par Talbot et Willis (1985). Des raisonnements tre`s semblables ont
e´te´ propose´s par Pichler et Dormieux (2008) dans le cadre de la poroe´lasticite´, mais les
coefficients de couplage poroe´lastiques ne sont pas invoque´s explicitement.
On introduit a` nouveau un milieu e´lastique de re´fe´rence, de raideur C0, que l’on
supposera plus rigide que l’ensemble des phases en pre´sence. En d’autres termes, pour
tous tenseurs syme´triques ε et τ ,
1
2
{
ε− [C (x)− C0]−1 : τ
}
: [C (x)− C0] :
{
ε− [C (x)− C0]−1 : τ
}
≤ 0,
cette ine´galite´ e´tant ve´rifie´e en tout point x ∈ Ω du domaine conside´re´. On obtient donc
en de´veloppant
1
2
ε : C (x) : ε ≤ 1
2
ε : C0 : ε+ τ : ε− 1
2
τ : [C (x)− C0]−1 : τ , (3.22)
l’e´galite´ e´tant obtenue pour τ = [C (x)− C0] : ε. L’ine´galite´ pre´ce´dente est valable
quels que soient les tenseurs de de´formation ε et de polarisation τ . On peut notam-
ment conside´rer que ε et τ sont des champs de tenseurs, et calculer alors la moyenne
volumique de l’expression (3.22)
1
2
ε : C : ε ≤ 1
2
ε : C0 : ε+ τ : ε− 1
2
τ : (C− C0)−1 : τ ,
soit
1
2
ε : C : ε+̟ : ε ≤ 1
2
ε : C0 : ε+ (̟+ τ) : ε− 1
2
τ : (C− C0)−1 : τ .
En prenant la borne infe´rieure (qui existe) sur l’ensemble des champs de de´formation
cine´matiquement admissibles avec la de´formation macroscopique E
min
ε∈K(E)
{
1
2
ε : C : ε+̟ : ε
}
≤ min
ε∈K(E)
{
1
2
ε : C0 : ε+ (̟+ τ) : ε
}
− 1
2
τ : (C− C0)−1 : τ .
Le membre de gauche correspond a` la densite´ d’e´nergie potentielle macroscopique
du milieu he´te´roge`ne, pre´contraint Ω. Par ailleurs, τ e´tant dans un premier temps fixe´, la
borne infe´rieure du membre de droite est atteinte lorsque ε est le champ de de´formation
dans le milieu homoge`ne de re´fe´rence, soumis a` la de´formation macroscopique E, et
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a` la pre´contrainte (̟+ τ). Introduisant l’ope´rateur de Green Γ0 d’ordre 4 associe´ au
mate´riau C0 et au domaine Ω, la borne infe´rieure du membre de droite est donc re´alise´e
lorsque
ε = E− Γ0 ⊛ (̟+ τ) ,
et est e´gale a`
min
ε∈K(E)
{
1
2
ε : C0 : ε+ (̟+ τ) : ε
}
=
1
2
E : C0 : E+̟+ τ : E
− 1
2
(̟+ τ) : [Γ0 ⊛ (̟+ τ)],
ou` la relation (Γ0 ⊛τ) : C0 : (Γ0 ⊛τ) = τ : (Γ0 ⊛τ) a e´te´ utilise´e (voir annexe B, e´qua-
tion (B.4)). On note que dans les expressions pre´ce´dentes, τ est arbitraire, et peut donc
eˆtre remplace´ par τ −̟. En rassemblant les re´sultats pre´ce´dents, on obtient alors
Epot ≤ 1
2
E : C0 : E+ τ : E− 1
2
(τ −̟) : (C− C0)−1 : (τ −̟)− 1
2
τ : (Γ0 ⊛τ), (3.23)
la densite´ d’e´nergie potentielle macroscopique Epot e´tant donne´e par l’expression (3.14).
L’ine´galite´ ci-dessus, vraie pour tout champ de polarisation τ , constitue la ge´ne´-
ralisation aux milieux pre´contraints du principe de Hashin et Shtrikman (1962). On note
que si le milieu de re´fe´rence C0 est plus souple que l’ensemble des phases en pre´sence,
le principe subsiste, mais l’ine´galite´ (3.23) change de signe.
3.2.2 Bornes de type Hashin et Shtrikman
On obtient dans ce paragraphe des bornes sur l’e´nergie potentielle macroscopique
d’un milieu pre´contraint en suivant une de´marche en tous points semblable a` celle de
Willis (1977). Celle-ci a e´te´ rappele´e au paragraphe 1.3.4 du chapitre 1, on se contente
donc d’en signaler ici les points essentiels. Dans ce paragraphe, le milieu he´te´roge`ne est
suppose´ statistiquement isotrope.
On adopte a` nouveau une polarisation constante par phase, que l’on met sous la
forme (1.19)
τ (x) =
P
∑
α=1
χα (x)τα ,
ou` les τα sont de´terministes. Avec ce choix des polarisations, l’ine´galite´ (3.23) se met sous
une forme proche de (1.20)
Epot ≤ 1
2
E : C0 : E+ τ : E− 1
2
P
∑
α=1
fα (τα −̟α) : (Cα − C0)−1 : (τα −̟α)
− 1
2
P
∑
α=1
P
∑
β=1
τα : Aαβ : τβ, (3.24)
ou` le tenseur d’influence Aαβ a e´te´ introduit au chapitre 1 (e´quation (1.21)). L’ine´galite´
pre´ce´dente est vraie pour toute re´alisation, elle l’est donc e´galement en moyenne (d’en-
semble) ; par ailleurs, les tenseurs τα e´tant de´terministes, seul le dernier terme est
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ale´atoire dans le membre de droite. Lorsque le milieu est statistiquement isotrope, sa
moyenne est donne´e par la relation (1.28) et on obtient
〈Epot〉 ≤ 1
2
E : C0 : E+ τ : E− 1
2
P
∑
α=1
fα (τα −̟α) : (Cα − C0)−1 : (τα −̟α)
+
1
2
τ : P0 : τ − 1
2
P
∑
α=1
fατα : P0 : τα , (3.25)
dont l’optimisation par rapport aux tenseurs de polarisation τ1, . . . ,τP conduit aux
bornes cherche´es. On voit que, comme pour les milieux non pre´contraints, les fonctions
de corre´lation a` deux points contenues dans les tenseursAαβ disparaissent apre`s passage
a` la moyenne statistique. L’approche de Hashin et Shtrikman ne permet donc pas de
prendre en compte un contraste de taille entre inclusions, et il est facile de se convaincre
que les estimations obtenues ici sont confondues avec les estimations de Mori et Tanaka
dans le cadre de l’hypothe`se d’isode´formation des pores.
L’optimisation de l’ine´galite´ (3.25) est de´taille´e au paragraphe E.2.1 de l’annexe E ; ils
conduisent a` la majoration suivante
〈Epot〉 ≤ 1
2
E : Chs : E+
P
∑
α=1
E : Bhsα :̟α −
1
2
P
∑
α=1
P
∑
β=1
̟α : D
hs
αβ :̟β, (3.26)
en posant
Chs = C0 +Q : L, (3.27a)
Bhsα = fαQ : Lα : (Cα − C0)−1 , (3.27b)
Dhsαβ = fα (Cα − C0)−1 Lα : P0 :
(
δαβI− Bhsβ
)
, (3.27c)
ou` Lα (resp. Q) est de´fini par (E.6) (resp. (E.8a)).
Comme leurs contreparties exactes, les estimations Chs et Bhsα et D
hs
αβ jouissent des
proprie´te´s (3.10) et (3.11) (voir annexe E.2.2).
3.2.3 Expression des bornes de Hashin et Shtrikman lorsque toutes les
phases sont localement isotropes
Dans ce cas, on note κα ,µα les modules de compression et cisaillement de la phaseα.
Il est commode d’introduire les composantes hydrostatique et de´viatorique du tenseur
d’Eshelby S0 = P0 : C0 relatif a` une sphe`re plonge´e dans le milieu de re´fe´rence
S0 = S0J+ S
d
0K,
avec
S0 =
dκ0
dκ0 + 2 (d− 1)µ0 , S
d
0 =
2d
d + 2
κ0 + 2µ0
dκ0 + 2 (d− 1)µ0 ,
et de de´composer les tenseurs Lα : P0 sur la base J,K
Lα : P0 = ζαJ+ ηαK, L : P0 = ζJ+ ηK,
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en posant ζ = ∑α fαζα et η = ∑α fαηα. Les expressions suivantes sont aise´ment de´duites
de (3.27a) – (3.27c)
κhs
κ0
= 1+
1
S0
ζ
1−ζ , b
hs
α = fα
1−ζα
1−ζ ,
1
Nhsαβ
=
S0
κ0
fα (1−ζα)
(
δαβ − bhsβ
)
,
µhs
µ0
= 1+
1
Sd0
η
1− η , b
d,hs
α = fα
1− ηα
1− η ,
1
Nd,hsαβ
=
Sd0
µd0
fα (1− ηα)
(
δαβ − bd,hsβ
)
.
3.2.4 Interpre´tation des bornes
Le champ de polarisation minimisant (3.24) de´pend line´airement des parame`tres de
chargement (E,̟1, . . . ,̟P), et la borne de l’e´nergie potentielle obtenue est donc une
forme quadratique de ces parame`tres de chargement
1
2
E : Chom : E+
P
∑
α=1
E : Bα :̟α − 1
2
P
∑
α=1
P
∑
β=1
̟α : Dαβ :̟β ≤
1
2
E : Chs : E+
P
∑
α=1
E : Bhsα :̟α −
1
2
P
∑
α=1
P
∑
β=1
̟α : D
hs
αβ :̟β. (3.28)
Le proble`me est alors d’expliciter cette ine´galite´ en termes de bornes portant sur les
tenseurs Chom, Bα et Dαβ d’une part, et C
hs, Bhsα et D
hs
αβ d’autre part. Ce proble`me est
traite´ lorsque le milieu est statistiquement isotrope ; dans ce cas, les termes sphe´rique et
de´viatorique sont de´couple´s, et (3.28) donne lieu aux deux ine´galite´s (voir paragraphe
3.1.3)
1
2
(
κhs −κhom
)
(tr E)2 −
P
∑
α=1
(
bhsα − bα
)
pα tr E− 1
2
P
∑
α=1
P
∑
β=1
(
1
Nhsαβ
− 1
Nαβ
)
pαpβ ≥ 0,
(
µhs −µhom
)
Ed : Ed +
P
∑
α=1
(
bd,hsα − bdα
)
̟
d
α : E
d
− 1
2
P
∑
α=1
P
∑
β=1
(
1
2Nd,hsαβ
− 1
2Ndαβ
)
̟
d
α :̟
d
β ≥ 0.
En e´crivant les matrices correspondant a` ces formes quadratiques et en appliquant
le crite`re de Sylvester – positivite´ des mineurs principaux (Gilbert, 1991) –, on obtient
notamment
κhom ≤ κhs, µhom ≤ µhs, Nαα ≤ Nhsαα ,
ainsi que, de fac¸on moins directe
(
bα − bhsα
)2 ≤ (κhs −κhom)( 1
Nαα
− 1
Nhsαα
)
, (3.29)
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et (
1
Nαβ
− 1
Nhsαβ
)2
≤
(
1
Nαα
− 1
Nhsαα
)(
1
Nββ
− 1
Nhsββ
)
, (3.30)
des relations similaires s’appliquant aux composantes de´viatoriques µhom, bdα et N
d
αβ. On
voit donc que le principe variationnel de Hashin et Shtrikman (1962), ge´ne´ralise´ aux
milieux pre´contraints, ne permet pas d’e´tablir une borne sur les coefficients de Biot1, ni
sur les modules de Biot croise´s.
Lorsque les κhs, µhs, bhsα et N
hs
αβ sont connus (voir en particulier le paragraphe 3.2.2),
les relations (3.29) et (3.30) fournissent toutefois des conditions de cohe´rence devant eˆtre
satisfaites par exemple par une estimation des caracte´ristiques homoge´ne´ise´es.
En tout e´tat de cause, les expressions (3.27a), (3.27b) et (3.27c), si elles ne peuvent plus
eˆtre qualifie´es de bornes, peuvent toujours eˆtre conside´re´es comme des estimations des
proprie´te´s macroscopiques. On parlera donc d’estimations au sens de Hashin et Shtrik-
man, ces dernie`res e´tant e´tablies dans un cadre variationnel. Ces estimations coı¨ncident
avec le sche´ma de Mori et Tanaka lorqu’on y adjoint l’hypothe`se d’isode´formation des
pores.
***
Une extension aux milieux he´te´roge`nes, e´lastiques et pre´contraints du principe de
Hashin et Shtrikman a e´te´ pre´sente´e dans le paragraphe pre´ce´dent. L’utilisation dans ce
principe de champs de polarisation constants par phase permet d’obtenir des estimations
de type Hashin et Shtrikman pour les coefficients et modules de Biot ge´ne´ralise´s. Il faut
renoncer, pour ces estimations, au statut de borne, certaines ine´galite´s rigoureuses e´tant
toutefois satisfaites par les estimations.
La question initialement pose´e en 3.1.4.3 reste toutefois en suspens, puisque – comme
dans le cas des milieux non pre´contraints – seules les fractions volumiques sont prises
en compte de fac¸on quantitative par les estimations propose´es. Ainsi, l’effet sur les
coefficients poroe´lastiques de la distribution de taille des pores reste inaccessible, alors
que l’hypothe`se ad-hoc d’isode´formation des pores trouve dans les calculs qui pre´ce`dent
une interpre´tation variationnelle.
Lorsque les e´chelles de tailles des pores sont se´pare´es, on montre (voir chapitre
1, paragraphe 1.2.4) que l’effet que l’on cherche a` quantifier est tre`s important. Dans
le paragraphe suivant, cette question est e´tudie´e nume´riquement lorsqu’il n’y a plus
se´paration des e´chelles. Une re´ponse « exacte » est alors obtenue ; elle pourra servir de
re´fe´rence a` des calculs moins pre´cis, mais e´galement moins lourds.
3.3 Calculs par e´le´ments finis
3.3.1 Pre´sentation du proble`me
On conside`re ici des milieux poreux dont la phase solide est homoge`ne, tandis que
les pores sont constitue´s de deux familles de tailles voisines (dans un rapport 1 : 2) dont
on fait varier les fractions volumiques relatives (la porosite´ totale e´tant fixe´e).
1Bien entendu, dans le cas particulier d’un milieu poreux a` phase solide homoge`ne, la combinaison de la
relation de Biot (3.16) et de la borne de Hashin et Shtrikmanκhom ≤ κhs conduit a` l’ine´galite´ bp ≥ 1−κhs/κs.
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FIG. 3.2: L’une des configurations (poreux2d06001) calcule´e par e´le´ments finis. Le rayon du
domaine circulaire Ω est R = 10.0, la configuration contient N1 = 320 pores de rayon a1 =
0.25 ( f1 = 0.2), et N2 = 80 pores de rayon a2 = 0.5 ( f2 = 0.2). A droite, un agrandissement
du maillage correspondant montre clairement le raffinement local, ne´cessaire dans les zones
ou` les pores sont rapproche´s.
Les coefficients poroe´lastiques moyens sont e´value´s par e´le´ments finis. Afin d’assurer
la repre´sentativite´ statistique des calculs effectue´s, il est ne´cessaire de conside´rer un
grand nombre de re´alisations, ce qui peut conduire a` des temps de calcul relativement
longs ; c’est pourquoi l’e´tude nume´rique est conduite en dimension d = 2 (de´formations
planes). Par abus de langage, la terminologie « fraction volumique » sera conserve´e dans
ce paragraphe.
L’approche stochastique adopte´e ici est en tous points semblable a` celle de´veloppe´e
au paragraphe 2.3 du chapitre 2, et ne sera donc pas expose´e avec autant de de´tails. Elle
consiste a` i. ge´ne´rer des re´alisations, ii. calculer (ici, par e´le´ments finis) les proprie´te´s
macroscopiques de chaque re´alisation et iii. calculer les proprie´te´s macroscopiques
moyennes. Comme au paragraphe 2.3, la question de la taille du domaine mode´lise´ se
pose de fac¸on cruciale si l’on cherche une bonne pre´cision dans l’estimation des pro-
prie´te´s macroscopiques. On montrera toutefois que le sche´ma d’extrapolation introduit
au paragraphe 2.3.3 conduit a` des estimations fiables, tout en permettant de limiter la
taille des domaines sur lesquels les calculs sont effectue´s.
Les microstructures conside´re´es ici sont des assemble´es de pores circulaires, plonge´es
dans un domaine Ω circulaire (voir figure 3.2, gauche). Les pores sont re´partis en deux
familles
– les pores de la famille 1 ont un rayon a1 = 0.25 et occupent une fraction volumique
f1,
– les pores de la famille 2 ont un rayon a2 = 0.50 et occupent une fraction volumique
f2,
la porosite´ totale f = f1 + f2 e´tant fixe´e a` f = 0.4. Le module de Young de la matrice est
E = 1.0, son coefficient de Poisson ν = 0.3.
Les calculs sont effectue´s a` l’aide du logiciel aux e´le´ments finis Code_Aster2, de´velop-
pe´ par EDF, sur des microstructures maille´es a` l’aide du logiciel Gmsh3 (Geuzaine et
Remacle, 2009). Les 14000 configurations e´tudie´es ici ont e´te´ ge´ne´re´es a` l’aide de simula-
tions de type Monte-Carlo (Allen et Tildesley, 1987) ; la particularite´ de cette simulation
2http://www.code-aster.org/
3http://geuz.org/gmsh/
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FIG. 3.3: Lorsque la taille des e´le´ments est grande devant l’espace libre entre deux pores, les
e´le´ments ge´ne´re´s dans la zone du « col » entre ces pores sont tre`s allonge´s. Comme l’une des
areˆtes (a` trois nœuds) e´pouse la frontie`re du pore, tandis que les deux autres sont rectilignes,
les e´le´ments ge´ne´re´s peuvent eˆtre non-convexes, ce qui est illustre´ sur l’agrandissement
(droite).
re´side dans les conditions aux limites re´fle´chissantes sur la frontie`re circulaire du do-
maine (au lieu des conditions aux limites pe´riodiques, plus classiques). Le choix d’une
forme circulaire pour la frontie`re du domaine peut paraıˆtre surprenant. Il tient au fait
que l’on souhaite confronter les calculs par e´le´ments finis a` des calculs par la me´thode
des inclusions polarise´es, dont l’application demande que le domaine soit elliptique
(voir chapitre 2).
Une fois les configurations ge´ne´re´es, un deuxie`me programme cre´e les fichiers de
commandes pour le mailleur et le solveur. Compte-tenu du nombre e´leve´ (quatorze mille)
de configurations calcule´es, une attention particulie`re a e´te´ porte´e a` l’automatisation, et
plus particulie`rement au chaıˆnage entre les divers programmes invoque´s, ainsi qu’a` la
robustesse des fichiers de commandes cre´e´s (afin qu’aucun fichier ne soit rejete´ par le
mailleur ou le solveur).
La principale difficulte´ a consiste´ a` s’assurer de la positivite´ du jacobien de la trans-
formation de l’e´le´ment T6 de re´fe´rence sur l’e´le´ment re´el. En effet, si le calcul d’une
microstructure telle que celle repre´sente´e sur la figure 3.2 est effectue´ a` l’aide d’e´le´ments
finis line´aires (T3), l’erreur est domine´e par la (mauvaise) discre´tisation de la frontie`re
des pores. Afin d’obtenir des re´sultats fiables nume´riquement, sans augmenter de fac¸on
inconside´re´e le nombre de degre´s de liberte´ de chaque simulation, il est essentiel d’utili-
ser des e´le´ments finis quadratiques (T6), qui suivent beaucoup plus fide`lement les bords
des pores. Dans ce cas, la proximite´ excessive de deux pores peut engendrer la cre´ation
de mailles tre`s aplaties, dont les areˆtes (courbes) risquent de s’interpe´ne´trer (voir figure
3.3), le jacobien de la transformation devenant alors ne´gatif (ce qui conduit a` un rejet
par le solveur). Cette difficulte´ a e´te´ surmonte´e en raffinant localement le maillage (voir
figure 3.2, droite), graˆce aux fonctionnalite´s tre`s souples de Gmsh.
La taille des mailles est de´termine´e au moyen de calculs pre´alables, et fixe´e a` h = 0.1
(soit h/a1 = 0.4). La densite´ du maillage ainsi ge´ne´re´ permet d’assurer que la pre´cision
du calcul de´terministe (sur une configuration) est compatible avec l’erreur statistique
(dispersion des re´sultats obtenus sur une se´rie de configurations).
Le calcul en lui-meˆme (en e´lasticite´ line´aire) est tre`s simple. On impose des conditions
aux limites en de´placement le long du bord exte´rieur du domaine
ux = Exxx + Exyy, uy = Exyx + Eyyy,
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et en effort a` la frontie`re des pores (pression p1 au bord des petits pores, p2 au bord
des grands pores). En fixant successivement l’un des cinq parame`tres de chargement
Exx, Eyy, Exy, p1, et p2 a` un (les autres e´tant nuls), on ge´ne`re cinq cas de charge qui
permettent d’acce´der a` toutes les composantes du tenseur d’e´lasticite´ homoge´ne´ise´ Chom,
ainsi qu’aux coefficients de Biot b1 et b2.
Il reste a` de´terminer la valeur du rayon R du domaine Ω, permettant de conside´rer
que celui-ci est un volume e´le´mentaire repre´sentatif. C’est l’objet du paragraphe suivant.
3.3.2 De´termination de la taille du domaine
La de´marche adopte´e ici est identique a` celle pre´sente´e au paragraphe 2.3.2 : la
taille R du domaine e´tant fixe´e, on effectue les calculs de´crits ci-dessus sur une se´rie
statistiquement repre´sentative de re´alisations (dans le cas pre´sent, chaque se´rie compte
mille re´alisations). On calcule alors les proprie´te´s homoge´ne´ise´es moyennes 〈κhom (R)〉,
〈µhom (R)〉, 〈b1 (R)〉, 〈b2 (R)〉, et on de´termine R afin que l’e´cart entre les estimations et
leur limite lorsque R→ +∞ soit suffisamment faible. Pour ces calculs pre´liminaires, la
polydispersite´ ne joue qu’un roˆle marginal et on conside`re donc une unique population
de pores, de rayon a2 (correspondant a` la taille des plus gros pores dans les re´alisations
bidisperses). Comme au paragraphe 2.3.2, l’erreur statistique est estime´e a` l’aide du
the´ore`me de la limite centrale.
La figure 3.4 repre´sente les courbes R 7→ 〈κhom (R)〉 et R 7→ 〈µhom (R)〉, ainsi que les
intervalles de confiance a` 99% sur ces estimations. On voit que pour les plus grands
domaines conside´re´s (contenant 1280 pores), l’erreur statistique est tre`s faible. Ce re´sultat
est confirme´ par la courbe de la figure 3.5 (gauche), repre´sentant les e´carts-types sur ces
grandeurs. En e´chelle logarithmique, ces courbes indiquent clairement que les e´carts-
types tendent vers 0 lorsque R→ +∞. Ce re´sultat a de´ja` e´te´ discute´ au chapitre 2 dans
le cadre de la me´thode des inclusions polarise´es (voir notamment la figure 2.11) ; il
confirme l’ergodicite´ du milieu he´te´roge`ne ge´ne´re´.
Finalement, on ve´rifie une nouvelle fois le « principe de Saint-Venant », puisque la
figure 3.5 indique pour les estimations des modules homoge´ne´ise´s un comportement
asymptotique de la forme
quand R→ +∞
{
〈κhom (R)〉 −κhom ∼ R−1,
〈µhom (R)〉 −µhom ∼ R−1, (3.31)
l’ajustement aux donne´es nume´riques conduisant aux formules suivantes
〈κhom (R)〉 ≃ 0.2309+ 0.0498
R
, 〈µhom (R)〉 ≃ 0.0867+ 0.0705
R
. (3.32)
On s’inte´ressera principalement au paragraphe 3.3.3 aux coefficients de Biot b1 et b2.
Il est e´galement possible d’ajuster une loi du type (3.31) au coefficient de Biot 〈b〉 (on
rappelle qu’il n’y a ici qu’une famille de pores)
〈b〉 = 0.7598− 0.0518
R
.
Pour R = 10, l’erreur absolue sur b vaut donc ∆b = 0.005. On admettra qu’il en va
de meˆme des coefficients de Biot partiels b1 et b2, et on montrera au paragraphe suivant
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FIG. 3.4: Estimations des modules de compression 〈κhom(R)〉 (gauche) et de cisaillement
〈µhom(R)〉, en fonction de la taille R du domaine circulaire. Les barres d’erreur repre´sentent
l’intervalle de confiance a` 99%.
0.001
0.01
1 10
σ
[κ
h
o
m
(R
)]
,σ
[µ
h
o
m
(R
)]
R
a
b
0.001
0.01
0.1
1 10 100
E
rr
eu
r
re
la
ti
v
e
R
a
b
c
d
FIG. 3.5: A gauche, comportement asymptotique des e´carts-types sur les estimations des
modules de compression et cisaillement ; ce comportement confirme l’ergodicite´ du milieu.
A droite des fonctions de la forme (3.31) sont ajuste´es aux estimations, pour le module de
compression (a et c) et de cisaillement (b et d).
que cette pre´cision est suffisante pour quantifier l’e´cart entre le calcul par e´le´ments finis
et l’hypothe`se d’isode´formation des pores.
Pour conclure ce paragraphe, on remarque que les bornes supe´rieures de Hashin et
Shtrikman pour les modules de compression et de cisaillement
κhs = 0.2885, µhs = 0.1342,
s’e´cartent assez notablement des valeurs (3.32) de´termine´es par e´le´ments finis (meˆme
si le statut de borne est bien ve´rifie´). Il y a donc inte´reˆt a` chercher a` prendre en compte
finement la microstructure du milieu e´tudie´.
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FIG. 3.6: Estimation des modules de compression (gauche) et de cisaillement (droite) en
fonction de la fraction volumique re´duite ξ1 (pour ξ1 = 0, le milieu ne contient que des gros
pores ; pour ξ1 = 1, le milieu ne contient que des petits pores).
3.3.3 Effet de la distribution de taille des pores sur les coefficients de Biot
Les calculs effectue´s pre´ce´demment sont relativement lourds, et difficilement envisa-
geables pour l’e´tude parame´trique pre´sente´e ici. On se contente donc ici de fixer la taille
du domaine circulaire a` R = 10 (soit un domaine vingt fois plus e´tendu que les plus gros
pores), et d’effectuer tous les calculs avec R fixe´s. L’erreur absolue sur les coefficients de
Biot est estime´e a` ∆b = 0.005, ce qui est juge´ suffisant.
La taille du domaine e´tant fixe´e, on fait varier la fraction volumique f1 occupe´e par
les petits pores
f1 = 0, 0.05, 0.10, 0.15, 0.20, 0.25, 0.30, 0.35, 0.40.
Pour chaque valeur de f1, on ge´ne`re 1000 (mille) configurations de rayon R = 10.
Ces configurations sont calcule´es par e´le´ments finis, et les moyennes statistiques
〈κhom ( f1, f2, R)〉, 〈µhom ( f1, f2, R)〉, 〈b1 ( f1, f2, R)〉, 〈b2 ( f1, f2, R)〉,
sont e´value´es. Les e´cart-types sur ces grandeurs permettent de de´terminer un intervalle
de confiance a` 99%. Les re´sultats sont pre´sente´s en fonction des variables re´duites
ξα =
fα
f1 + f2
.
Les courbes de la figure 3.6 repre´sentent les estimations obtenues pour les modules
de compression et cisaillement. On constate que pour ξ1 = 0 et ξ1 = 1, ces valeurs ne
coı¨ncident pas, ce qui indique que le domaine de rayon R = 10 n’est pas un volume
e´le´mentaire repre´sentatif. L’e´cart entre 〈κhom(ξ1 = 0)〉 et 〈κhom(ξ1 = 1)〉 est de l’ordre
des variations de cette grandeur sur tout l’intervalle 0 ≤ ξ1 ≤ 1. Les calculs effectue´s ne
permettent donc pas de se prononcer quantitativement sur l’effet de la distribution de
taille des pores sur les modules d’e´lasticite´ homoge´ne´ise´s. On peut toutefois affirmer
que cet effet est faible.
En ce qui concerne les coefficients de Biot (figure 3.7), la situation est plus favorable,
puisque la diffe´rence entre b1 (ξ1 = 1) et b2 (ξ2 = 1) est faible devant les e´carts observe´s
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FIG. 3.7: Estimation par e´le´ments finis des coefficients de Biot associe´s aux petits (gauche) et
gros (droite) pores. La courbe (a) repre´sente les re´sultats du calcul nume´rique (la taille des
barres d’erreur statistiques, repre´sente´es ici, est de l’ordre de l’e´paisseur du trait), tandis
que la droite (b) repre´sente l’hypothe`se d’isode´formation des pores (bisoα = (b1 + b2)ξα , ou`
bα de´signe le coefficient de Biot partiel « exact », calcule´ par e´le´ments finis).
a` l’hypothe`se d’isode´formation des pores. On peut donc conside´rer que le domaine
e´tudie´ est suffisamment grand pour quantifier cet effet.
Les re´sultats pre´sente´s sur la figure 3.7 sont qualitativement en accord avec ceux
e´tablis au chapitre 1 dans le cadre de l’hypothe`se de se´paration des e´chelles (figure 1.4) :
ainsi, les ordres de grandeur des e´carts a` l’hypothe`se d’isode´formation des pores sont les
meˆmes. On constate par ailleurs sur les courbes de la figure 3.7 les ine´galite´s suivantes
b1 ≤ (b1 + b2)ξ1, b2 ≥ (b1 + b2)ξ2.
Lorsque les e´chelles de tailles de pores sont se´pare´es, des ine´galite´s identiques avaient
e´te´ e´tablies rigoureusement (voir annexe C). Elles indiquent que les gros pores sont plus
de´formables que les petits pores, mais ce re´sultat n’est pas de´montre´ the´oriquement.
Les courbes de la figure 3.7 sont remarquables, puisqu’il est rare dans le domaine
line´aire de pouvoir exhiber un exemple de proprie´te´ macroscopique qui soit affecte´e
significativement par les de´tails de la microstructure (au-dela` des fractions volumiques).
Les calculs pre´sente´s ici n’ont a` notre connaissance pas d’e´quivalent, et peuvent servir
de re´fe´rence pour le calage de mode`les microme´caniques simplifie´s. C’est ainsi qu’au
paragraphe suivant, cette re´fe´rence est confronte´e a` des calculs plus rustiques, par la
me´thode des inclusions polarise´es, qu’il convient tout d’abord d’e´tendre aux milieux
pre´contraints.
3.4 Calculs par la me´thode des inclusions polarise´es
La me´thode des inclusions polarise´es, pre´sente´e au chapitre 2, peut eˆtre e´tendue au
calcul des coefficients de couplage entre pre´contraintes et de´formationmacroscopique. Le
point de de´part est le principe deHashin et Shtrikman ge´ne´ralise´ (3.23). Lesmodifications
a` apporter a` la me´thode originelle sont expose´es rapidement dans le paragraphe 3.4.1. La
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me´thode est ensuite applique´e aux configurations utilise´es pour les calculs par e´le´ments
finis du paragraphe 3.3.
Il faut noter que dans ce paragraphe, l’indiceα fait re´fe´rence a` une inclusion (et non
plus a` une phase), qui est dote´e de sa propre e´lasticite´ Cα, et soumise a` la pre´contrainte
̟α. Pour acce´der aux coefficients de couplage d’une phase, il sera donc ne´cessaire
d’appliquer la meˆme pre´contrainte a` toutes les inclusions qu’elle contient.
3.4.1 Ge´ne´ralisation aux milieux pre´contraints de la me´thode des
inclusions polarise´es
3.4.1.1 Equations ge´ne´rales
Comme au chapitre 2, le champ de polarisation τ (x) est donne´ par la relation (2.1)
(polarisation constante par inclusion) ; on adopte par ailleurs les meˆmes conventions de
nume´rotations : les indicesα = 1, . . . ,N de´signent les N inclusions, et l’indiceα = N + 1
(e´galement note´ m) de´signe la matrice. En prenant alors P = N + 1, l’insertion de (2.1)
dans (3.24) conduit a` la modification suivante de l’e´quation (2.4)
Epot ≤ 1
2
E : C0 : E+
N+1
∑
α=1
fατα : E− 1
2
N+1
∑
α=1
fα (τα −̟α) : (Cα − C0)−1 : (τα −̟α)
− 1
2
N
∑
α=1
N
∑
β=1
(τα − τm) : Aαβ : (τβ − τm) , (3.33)
la borne e´tant optimale lorque les polarisations satisfont les conditions de stationnarite´
fm (Cm − C0)−1 : τm −
N
∑
α=1
N
∑
β=1
Aαβ : (τβ − τm) = fmE+ fm (Cm − C0)−1 :̟m,
(3.34a)
fα (Cα − C0)−1 : τα +
N
∑
β=1
Aαβ : (τβ − τm) = fαE+ fα (Cα − C0)−1 :̟α .
(3.34b)
Les e´quations 3.34a et 3.34b constituent le syste`me a` re´soudre pour obtenir une
estimation au sens de la me´thode des inclusions polarise´es des proprie´te´s e´lastiques
macroscopiques d’un milieu pre´contraint. Les modifications a` apporter a` la me´thode du
chapitre 2 sont donc tre`s limite´es, puisque par rapport aux e´quations (2.6a) et (2.6b), seul
le second membre (le chargement) change. L’approximation (1.32) reste donc valable, et
les expressions (2.13), (2.16) et (2.18) s’appliquent.
Soient τ
pim
1 , . . . ,τ
pim
N ,τ
pim
m les polarisations ve´rifiant les e´quations (3.34a) et (3.34b).
La borne (3.33) optimale a alors pour expression (voir en particulier (E.9))
2Epot ≤ E : C0 : E+
N+1
∑
α=1
fατ
pim
α : E+
N+1
∑
α=1
fα̟α : (Cα − C0)−1 :
(
τ
pim
α −̟α
)
, (3.35)
ou` on rappelle que l’indiceα = N + 1 fait re´fe´rence a` la matrice (indice m).
102
3.4. Calculs par la me´thode des inclusions polarise´es
3.4.1.2 Proprie´te´s des estimations au sens de la me´thode des inclusions polarise´es
La me´thode des inclusions polarise´es conduit, pour un mate´riau pre´contraint, a` des
bornes de la forme
Epot ≤ 1
2
E : Cpim : E+
N+1
∑
α=1
E : B
pim
α :̟α − 1
2
N+1
∑
α=1
N+1
∑
β=1
̟α : D
pim
αβ :̟β.
Pour le voir, on introduit les tenseurs Rαβ de´finis par (1.26) dans l’ine´galite´ (3.35). La
solution τ
pim
α du syste`me (3.34a), (3.34b) est
τ
pim
α =
N+1
∑
β=1
fβRαβ :
[
E+ (Cβ − C0)−1 :̟β
]
. (3.36)
Tous calculs faits, on obtient les expressions suivantes des estimations (au sens de la
me´thode des inclusions polarise´es) des proprie´te´s e´lastiques macroscopiques
Cpim = C0 +
N+1
∑
α=1
N+1
∑
β=1
fα fβRαβ, (3.37a)
B
pim
α = fα
N+1
∑
β=1
fβRβα : (Cα − C0)−1 , (3.37b)
D
pim
αβ = δαβ fα (Cα − C0)−1 − fα fβ (Cα − C0)−1 : Rαβ : (Cβ − C0)−1 , (3.37c)
dont on montre aise´ment qu’elles satisfont, comme les proprie´te´s homoge´ne´ise´es exactes,
les relations (3.10), (3.11), (3.13), c’est-a`-dire
N+1
∑
α=1
B
pim
α = I,
N+1
∑
α=1
B
pim
α : Cα = C
pim,
N+1
∑
β=1
D
pim
βα = 0,
N+1
∑
β=1
Cβ : D
pim
βα = fαI− Bpimα .
3.4.1.3 Imple´mentation pratique dans le cas d’un milieu poreux isotrope
Remarquons tout d’abord que les formules pre´ce´dentes permettent de proposer une
estimation du tenseur de Biot associe´ a` une inclusion, ce qui n’a pas grand sens. Pour
de´terminer le tenseur de Biot d’une famille d’inclusionsα1, . . . ,αn, il suffira de sommer
les tenseurs de Biot individuels
B
pim
α1 + · · ·+ Bpimαn .
Lorsque le milieu poreux est statistiquement isotrope, on doit calculer le coefficient
(scalaire) de Biot
b
pim
α =
1
d
i : B
pim
α : i .
D’apre`s la relation (3.37b), et en utilisant la proprie´te´ (1.22b), on obtient l’expression
suivante de l’estimation des coefficients de Biot
b
pim
α =
fα
d
i : (Cα − C0)−1
N+1
∑
β=1
fβRαβ : i = − fα
d2κ0
i :
N+1
∑
β=1
fβRαβ : i,
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FIG. 3.8: Estimation par la me´thode des inclusions polarise´es des coefficients de Biot associe´s
aux petits (gauche) et gros (droite) pores. La courbe (a) repre´sente les re´sultats du calcul
nume´rique (la` encore, les barres d’erreur ne sont pas discernables), tandis que la courbe
(b) repre´sente l’hypothe`se d’isode´formation des pores (bisoα = (b1 + b2)ξα , ou` bα de´signe le
coefficient de Biot partiel estime´ par la me´thode des inclusions polarise´es). L’e´cart entre les
courbes (a) et (b) montre que la me´thode des inclusions polarise´es est capable de distinguer
les petits des gros pores.
ou` l’on a exprime´ que Cα = 0 dans un pore.
La comparaison de l’expression pre´ce´dente avec la relation ge´ne´rale (3.36)montre
que le coefficient de Biot b
pim
α s’obtient en appliquant au syste`me une de´formation
macroscopique unitaire E = i. Les polarisations re´sultant de cette de´formation, soit τ
pim
α ,
conduisent alors directement aux coefficients de Biot cherche´s
b
pim
α =
fα
d
i : (Cα − C0)−1 : τpimα .
En somme, le programme de calcul imple´mente´ au chapitre 2 peut eˆtre utilise´ sans
modification pour estimer les coefficients de Biot d’un milieu poreux. Seul le traitement
des re´sultats est modifie´.
3.4.2 Application aux configurations calcule´es par e´le´ments finis
La me´thode des inclusions polarise´es s’applique sans difficulte´ aux milieux poreux
(bidimensionnels) ge´ne´re´s au paragraphe 3.3. Elle permet de proposer des estimations
des coefficients de Biot b1 (resp. b2) associe´s aux petits (resp. gros) pores (ces estimations
satisfont en outre l’ine´galite´ (3.29), qui ne sera pas exploite´e dans ce qui suit).
La figure 3.8 pre´sente les re´sultats obtenus. Contrairement a` l’e´lasticite´, la me´thode
des inclusions polarise´es se distingue tre`s nettement d’approches plus classiques (bornes
de Hashin et Shtrikman, par exemple). En effet, les courbes des estimations des bα
s’e´cartent comme attendu (voir figure 3.7) assez nettement de la ligne droite correspon-
dant a` l’hypothe`se d’isode´formation des pores.
Ce re´sultat qualitatif est encourageant. Sur le plan quantitatif, toutefois, les estima-
tions obtenues diffe`rent encore de leurs contreparties « exactes » obtenues par e´le´ments
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FIG. 3.9: Comparaison des estimations des coefficients de Biot, par e´le´ments finis et par
inclusions polarise´es, pour les petits (gauche) et gros (droite) pores. Les courbes repre´sentent
en fonction de ξα les estimations de bα/ (b1 + b2), par e´le´ments finis (a), par inclusions
polarise´es (b), et dans l’hypothe`se d’isode´formation des pores (c).
finis. Ainsi, pour ξ1 = 1 (milieu constitue´ de petits pores uniquement), on obtient
bfem = 0.757, bpim = 0.727,
soit un e´cart de l’ordre de 4%, comparable a` celui observe´ entre b1 et b2. La superposition
des valeurs bpim et bfem n’est donc pas pertinente, puisque les effets de taille des pores
seraient masque´s par les erreurs de mode`les (la me´thode des inclusions polarise´es ne
fournissant qu’une estimation des coefficients de Biot partiels).
Pour confronter la me´thode des inclusions polarise´es a` celle des e´le´ments finis, on
choisit donc plutoˆt de comparer les valeurs obtenues pour le rapport bα/ (b1 + b2), qui
vaut ξα dans l’hypothe`se d’isode´formation des pores. Les courbes correspondantes sont
repre´sente´es sur la figure 3.9, sur laquelle on constate que l’accord entre les courbes obte-
nues par e´le´ments finis et par la me´thode des inclusions polarise´es est tre`s satisfaisant.
Les courbes de la figure 3.9 montrent l’inte´reˆt qu’il y a (meˆme dans le domaine
line´aire) a` conside´rer une polarisation locale (par inclusion). La pre´cision des re´sultats ob-
tenus serait ame´liore´e en enrichissant la structure des champs de polarisation conside´re´s
(polarisation quadratique par morceaux, par exemple).
***
Les coefficients de couplage entre pre´contraintes et de´formation macroscopique
constituent un exemple rare de proble`me d’homoge´ne´isation line´aire dont la solution est
sensible a` la microstructure (au-dela` de la donne´e des fractions volumiques). On a ainsi
montre´ qu’a` porosite´ fixe´e, les coefficients de Biot partiels de deux familles de pores
(de tailles voisines) s’e´cartent assez sensiblement de la re`gle de partition obtenue dans
l’hypothe`se classique d’isode´formation des pores.
Ce phe´nome`ne, hors de porte´e d’approches du type Hashin et Shtrikman, qui ont
pre´alablement e´te´ ge´ne´ralise´es aux milieux pre´contraints dans ce chapitre (et ont ainsi
permis de donner un support variationnel a` l’hypothe`se d’isode´formation des pores),
a e´te´ mis en e´vidence au moyen d’une e´tude par e´le´ments finis s’inscrivant dans le
cadre me´thodologique du chapitre 2. Les re´sultats nume´riques « exacts » obtenus en
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e´lasticite´ bidimensionnelle (de´formations planes) sont – a` notre connaissance – nouveaux,
et fournissent une re´fe´rence pour l’e´valuation de sche´mas d’homoge´ne´isation plus
rustiques.
La me´thode des inclusions polarise´es constitue l’un de ces sche´mas, dont on a montre´
que meˆme sa version la plus simple (polarisation constante par inclusion) e´tait capable de
mettre en de´faut l’hypothe`se d’isode´formation des pores. Ce re´sultat tre`s encourageant
confirme l’inte´reˆt de cette me´thode. Afin d’obtenir des estimations quantitativement sa-
tisfaisantes, il apparaıˆt toutefois ne´cessaire d’enrichir l’espace des champs de polarisation
explore´ (polarisations affines ou quadratiques par morceaux, par exemple).
Les me´thodes syste´matiques introduites en annexe D pour le calcul des nouveaux
tenseurs d’influence rendent possible la formulation d’une me´thode des inclusions
polarise´es d’ordre plus e´leve´.
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Chapitre 4
Diffusion des rayons X aux petits
angles
Dans une expe´rience de diffusion aux petits angles, un e´chantillon de matie`re est illu-
mine´ par des rayons X. Le faisceau incident interagit avec tous les e´lectrons constitutifs
de l’e´chantillon, chacun se comportant comme une source ponctuelle secondaire. Les
ondes sphe´riques qui en re´sultent diffe´rent seulement par leur phase, et leur superpo-
sition est donc susceptible de conduire a` des interfe´rences dont on mesure le motif (le
spectre) sur un de´tecteur place´ loin de l’e´chantillon.
La diffusion aux petits angles pre´sente de nombreux avantages qui expliquent sa
grande popularite´ pour l’e´tude des milieux de´sordonne´s. Tout d’abord, l’e´chantillon
ne ne´cessite aucune pre´paration particulie`re ; il ne subit de plus ge´ne´ralement au-
cun endommagement pendant l’expe´rience proprement dite (il n’est notamment pas
ne´cessaire d’ope´rer sous vide). La taille des e´chantillons peut par ailleurs eˆtre impor-
tante (pour des paˆtes de ciment, leur e´paisseur peut atteindre le dixie`me de millime`tre),
la repre´sentativite´ statistique des re´sultats s’en trouvant garantie. Enfin, la diffusion
aux petits angles est une expe´rience de « haute re´solution », permettant d’explorer des
distances de corre´lation de l’ordre du nanome`tre.
Ces atouts ont toutefois un prix : la diffusion aux petits angles ne donne pas acce´s a`
la microstructure, mais seulement a` une information statistique a` deux points. En effet,
le spectre de diffusion n’est autre que la transforme´e de Fourier de l’autocorre´lation des
fluctuations locales de densite´ e´lectronique.
Dans le chapitre 1, le roˆle particulier joue´ par les corre´lations a` deux points a e´te´
discute´ en de´tail : il a notamment e´te´ rappele´ que la seule donne´e de ces fonctions ne
permettait pas d’ame´liorer les pre´dictions des proprie´te´s me´caniques macroscopiques.
On peut donc s’interroger sur la place occupe´e par la diffusion aux petits angles dans
ce travail. Il s’agit en fait d’exploiter le spectre de diffusion en conjonction avec une
hypothe`se morphologique comple´mentaire, e´ventuellement issue d’autres expe´riences.
Le spectre de diffusion apparaıˆt alors comme une contrainte supple´mentaire sur une
morphologie postule´e a priori.
Dans le meilleur des cas, cette contrainte est suffisamment forte pour assurer l’unicite´
de la microstructure cherche´e. Dans le cas contraire, elle permet de se´lectionner des
microstructures plausibles. Quoi qu’il en soit, on peut toujours mesurer, sur la micro-
structure choisie, des fonctions de corre´lation d’ordre plus e´leve´, et ainsi acce´der a` de
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meilleures estimations des proprie´te´s me´caniques macroscopiques.
L’objet du pre´sent chapitre est d’appliquer une telle de´marche a` l’e´tude de la mi-
crostructure des C–S–H. Les fondements the´oriques de la diffusion aux petits angles
sont tout d’abord rappele´s au paragraphe 4.1 (ainsi que dans les annexes F.1.1 et F.1.2).
L’expose´ est restreint aux seules notions indispensable a` la compre´hension des spectres
de diffusion des paˆtes de ciment, dont l’allure tre`s particulie`re est pre´sente´e en de´tail
au paragraphe 4.2. La seule donne´e de son spectre de diffusion ne suffit pas a` de´finir la
microstructure du C–S–H, et l’hypothe`se morphologique comple´mentaire couramment
admise est le mode`le globulaire de Allen et Jennings. La compatibilite´ de ce mode`le avec
les spectres expe´rimentaux n’a toutefois jamais e´te´ ve´rifie´e, et des outils nume´riques
nouveaux sont de´veloppe´s au paragraphe 4.3 dans ce but. Ceux-ci sont optimise´s pour
permettre la reconstruction de milieux granulaires re´alisant le spectre expe´rimental des
paˆtes de ciment ; on montre au paragraphe 4.4 que les calculs restent malgre´ tout trop
lourds pour permettre de re´pondre en toute ge´ne´ralite´ au proble`me de la microstructure
du C–S–H. Les outils de´veloppe´s permettent ne´anmoins d’e´carter un certain nombre
d’hypothe`ses morphologiques, dont le mode`le globulaire.
4.1 Pre´sentation the´orique
4.1.1 Principe de l’expe´rience
Le dispositif expe´rimental est repre´sente´ sur la figure 4.1. L’e´chantillon est illumine´
par des rayons X, produits dans le cas pre´sent par un synchrotron, dont le rayonne-
ment posse`de les cohe´rence et monochromaticite´ ne´cessaires a` l’obtention des figures
d’interfe´rences recherche´es1.
On note k le vecteur d’onde du faisceau incident ; ce vecteur de´termine l’axe optique
du dispositif. L’e´chantillon, de petites dimensions, est place´ au point O. L’intensite´ de
l’onde transmise par ce dernier est mesure´e a` l’aide d’un de´tecteur bidimensionnel place´
perpendiculairement a` l’axe optique, a` une distance d a` l’arrie`re de l’e´chantillon.
Tout point M du de´tecteur peut eˆtre repe´re´ par ses coordonne´es line´aires X et Y dans
le plan du de´tecteur, mais il est commode d’introduire le vecteur q de´fini par
q = kn− k,
ou` r = OM est la distance de l’e´chantillon au point courant sur le de´tecteur, et n = OM/r
est la direction sous laquelle l’e´chantillon est observe´ au point courant. Notant 2θ
l’inclinaison du rayon-vecteur OM sur l’axe optique, on a la relation suivante entre la
norme q du vecteur q et la longueur d’onde λ du faisceau incident,
q =
4π
λ
sinθ.
L’amplitude de l’onde mesure´e en un point du de´tecteur est alors note´e A (q), son
intensite´ I (q). Avant de pre´senter les expressions mathe´matiques de ces champs, il est
bon de pre´ciser quelques ordres de grandeur. La distance d se´parant l’e´chantillon du
1Signalons qu’il existe e´galement des dispositifs de laboratoire permettant d’effectuer des expe´riences
de diffusion aux petits angles. De tels dispositifs, plus accessibles qu’un synchrotron, n’ont pas e´te´ utilise´s
dans ce travail.
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FIG. 4.1: Principe de l’expe´rience de diffusion des rayons X aux petits angles.
de´tecteur est de l’ordre de quelques me`tres ; l’extension transversale a de l’e´chantillon est
centime´trique, tandis que la longueur d’onde des rayons X est de l’ordre de l’Angstro¨m
(pour les expe´riences mene´es a` Soleil/Swing, et de´crites au paragraphe 4.2.2, l’e´nergie
du faisceau incident e´tait E = 11 keV). Les deux hypothe`ses r≫ λ (zone « de rayonne-
ment ») et r≫ a (seuls les petis angles de diffusion sont conside´re´s) sont donc valables,
et les re´sultats rappele´s aux paragraphes F.1.1 et F.1.2 de l’annexe F (voir e´galement
Porod, 1982; Espinat, 1990) s’appliquent.
4.1.2 Expression du spectre de diffusion
4.1.2.1 Cas ge´ne´ral
L’expression (F.12)montre que l’amplitude de l’onde diffuse´e A (q) est proportion-
nelle a` la transforme´e de Fourier de la densite´ e´lectronique dans l’e´chantillon
A (q) = Ae
∫
x∈Ω
ρ (x) exp (−ıq · x) d3 x, (4.1)
ou` le coefficient Ae (amplitude de l’onde diffuse´e par un unique e´lectron) est propor-
tionnel a` l’amplitude de l’onde incidente, et ne de´pend pas du point d’observation (de
q). Dans l’expression pre´ce´dente, Ω ⊂ R3 de´signe le domaine de l’espace occupe´ par
l’e´chantillon, de volume |Ω|. L’intensite´ de l’onde diffuse´e est obtenue en prenant le
carre´ du module de cette expression
I (q) = A (q) A∗ (q) .
La limite thermodynamique (|Ω| → +∞, ρ = Cte) du rapport I (q) / |Ω| est donc
par de´finition la densite´ spectrale de puissance du signal ρ (x). Le milieu Ω e´tant suppose´
statistiquement homoge`ne, on introduit la fonction de Patterson
P (r) = 〈ρ (x)ρ (x+ r)〉,
cette fonction (autocorre´lation de la densite´ e´lectronique ρ) e´tant inde´pendante du
point d’observation x. Supposant de plus le milieu ergodique, la moyenne statistique
apparaissant dans la de´finition de la fonction de Patterson peut eˆtre remplace´e par une
moyenne volumique
P (r) = lim
|Ω|→+∞
1
|Ω|
∫
x∈Ω
ρ (x)ρ (x+ r) d3 x.
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Dans ce cas, le the´ore`me de Wiener-Kintchine s’applique, et on peut identifier la
densite´ spectrale de puissance a` la transforme´e de Fourier de l’autocorre´lation ; en
d’autres termes,
I (q) = Ie |Ω|
∫
r∈R3
P (r) exp (−ıq · r) d3 r,
ou` Ie = A∗eAe est l’intensite´ de l’onde diffuse´e par un unique e´lectron.
Lorsque l’e´chantillon est parfaitement homoge`ne, on a ρ (x) = Cte, et – l’e´chantillon
e´tant grand – l’onde diffuse´e est nulle sauf au voisinage imme´diat de l’axe optique
(q = 0), re´gion inaccessible a` l’expe´rience. Dans les expressions qui pre´ce`dent, il est
donc possible de substituer a` la densite´ e´lectronique ρ, les fluctuations de cette densite´ η
η (x) = ρ (x)− 〈ρ〉,
ou` 〈ρ〉 de´signe la moyenne statistique de la densite´ e´lectronique. On introduit alors la
fonction de Debye et coll. (1957)
γ (r) =
1
〈η2〉 〈η (x) η (x+ r)〉, (4.2)
qui n’est autre que la fonction d’autocorre´lation des fluctuations de densite´, le pre´facteur
assurant que γ (0) = 1. Les expressions de l’amplitude et de l’intensite´ de l’onde diffuse´e
s’e´crivent alors
A (q) = Ae
∫
x∈Ω
η (x) exp (−ıq · x) d3 x, (4.3a)
I (q)
|Ω| = Ie〈η
2〉
∫
r∈R3
γ (r) exp (−ıq · r) d3 r. (4.3b)
4.1.2.2 Cas d’un milieu statistiquement isotrope
En toute rigueur, un milieu n’est dit statistiquement isotrope que si ses fonctions de
corre´lations a` tous ordres sont invariantes par rotation. Dans ce qui suit, les hypothe`ses
peuvent eˆtre affaiblies, et on fera seulement l’hypothe`se que les fonctions de corre´lations
a` deux points sont invariantes par rotation. En d’autres termes, la fonction de Debye γ (r)
ne de´pend que de la norme r = |r| du rayon-vecteur r. Dans ce cas, une inte´gration en
coordonne´es sphe´riques de (4.3b)montre que l’intensite´ I (q) du spectre de diffusion ne
de´pend que de la norme q = |q| du vecteur q
I (q)
|Ω| = Ie〈η
2〉
∫ +∞
0
4πr2γ (r)
sin qr
qr
d r.
Cette expression est tre`s importante, puisque dans tout ce qui suit, l’isotropie statis-
tique sera admise.
4.1.3 Diffusion aux petits angles dans un milieu biphasique
4.1.3.1 Expression ge´ne´rale du spectre de diffusion
On conside`re dans le pre´sent paragraphe que le milieu de´sordonne´ est constitue´
de deux phases, de fractions volumiques et densite´s e´lectroniques respectives fα et ρα
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(α = 1, 2). On notera Ωα le domaine occupe´ par la phaseα. Il est commode d’introduire
le contraste ∆ρ = ρ2 − ρ1, de sorte que
〈η2〉 = f1 f2∆ρ2. (4.4)
On constate alors que la fonction de Debye γ n’est plus lie´e a` la composition chimique
du syste`me (aux ρα) que par sa ge´ome´trie. Pour le voir, on introduit les fonctions de
corre´lations a` deux points (Torquato et Stell, 1982)
Sαβ (r) = 〈χα (x) χβ (x+ r)〉, (4.5)
ou` x 7→ χα (x) de´signe la fonction indicatrice de la phase α = 1, 2. Par de´finition de
l’homoge´ne´ite´ statistique, ces fonctions de corre´lation ne de´pendent pas du point d’ob-
servation x, mais seulement de la se´paration r. En remarquant que la densite´ e´lectronique
en tout point x s’e´crit
ρ (x) = ρ1 + ∆ρχ2 (x) ,
on obtient l’expression de l’autocorre´lation des fluctuations de densite´ e´lectronique
〈η (x) η (x+ r)〉 = ∆ρ2
[
S22 (r)− f 22
]
,
soit finalement, en combinant avec (4.2) et (4.4)
γ (r) =
S22 (r)− f 22
f1 f2
,
et on obtient de meˆme
γ (r) =
S11 (r)− f 21
f1 f2
=
S22 (r)− f 22
f1 f2
= −S12 (r)− f1 f2
f1 f2
. (4.6)
Clairement, la fonction de Debye γ ne contient qu’une information ge´ome´trique, et
l’expression du spectre de diffusion (4.3b) devient, dans le cas d’un milieu biphasique
I (q)
|Ω| = Ie∆ρ
2 f1 f2
∫
r∈R3
γ (r) exp (−ıq · r) d3 r.
Dans la suite de ce paragraphe, on montre que le comportement asymptotique du
spectre de diffusion permet d’acce´der a` des proprie´te´s ge´ome´triques du milieu conside´re´.
On se restreindra aux milieux statistiquement homoge`nes et isotropes, pour lesquels la
relation pre´ce´dente s’e´crit
I (q)
|Ω| = Ie∆ρ
2 f1 f2
∫ +∞
0
4πr2γ (r)
sin qr
qr
d r. (4.7)
4.1.3.2 Re´gime de Porod
Le re´gime de Porod est tre`s important en pratique. Il caracte´rise les valeurs asympto-
tiques du spectre de diffusion d’un milieu dont l’interface Σ (frontie`re entre les phases
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1 et 2, Σ = ∂Ω1 ∩ ∂Ω2) est re´gulie`re. Debye et coll. (1957) ont alors de´montre´ que γ se
comportait a` l’origine de la fac¸on suivante
γ (r) = 1− Sv
4 f1 f2
r, r→ 0+,
ou` Sv de´signe la surface spe´cifique Sv = |Σ| / |Ω|. Des inte´grations par parties succes-
sives de la relation (4.7) permettent alors d’obtenir le comportement asymptotique du
spectre de diffusion aux grandes valeurs de q
I (q)
|Ω| ∼ 2π Ie∆ρ
2 Sv
q4
, q→ +∞. (4.8)
En the´orie, la mesure du spectre de diffusion permet donc d’acce´der a` la surface
spe´cifique du milieu. Une telle mesure ne´cessite toutefois une bonne caracte´risation
chimique du mate´riau (afin d’e´tablir la valeur du contraste de densite´s e´lectroniques
∆ρ), ainsi qu’une bonne calibration du dispositif expe´rimental (de´termination du facteur
Ie).
4.1.3.3 Fractal de masse
Par de´finition, la phaseα est un fractal de masse de dimension dv si le volume M (R)
moyen occupe´ par cette phase dans une boule centre´e dans la phase α, et de rayon R,
suit la loi alge´brique
M (R) ∝ Rdv .
Le spectre de diffusion aux petits angles suit alors e´galement une loi alge´brique
(Kjems et coll., 1986; Martin et Hurd, 1987; Schmidt, 1989)
I (q) ∝ q−dv .
4.1.3.4 Fractal de surface
Par de´finition, l’interface entre les phases 1 et 2 est fractal de dimension ds si le
nombre minimal N (R) de boules de rayon R permettant de couvrir cet interface suit la
loi alge´brique
N (R) ∝ R−ds .
On peut alors montrer (Bale et Schmidt, 1984; Kjems et Schofield, 1985; Wong, 1985)
que le spectre de diffusion aux petits angles suit e´galement une loi alge´brique
I (q) ∝ q−(6−ds),
l’expression du pre´facteur e´tant de´battue (Wong et Bray, 1988; Pfeifer et Schmidt, 1988;
Hurd et coll., 1989).
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4.1.4 Diffusion aux petits angles dans un milieu granulaire
On s’inte´resse dans le pre´sent paragraphe au cas d’un milieu biphasique dont l’une
des deux phases est constitue´e d’une assemble´e de N grains tous identiques. Plus
pre´cise´ment, on admet que la fonction indicatrice de la phase 2 se met sous la forme
N
∑
α=1
χ (x− xα) ,
ou` x 7→ χ (x) de´signe la fonction indicatrice du grain, translate´ a` l’origine, et xα la
position du centre de gravite´ du grain α (α = 1, . . . ,N). Il est bon de remarquer de´s a`
pre´sent que dans ce paragraphe, la terminologie «milieu granulaire » ne pre´juge en rien
du comportement me´canique du milieu, mais fait simplement re´fe´rence a` une ge´ome´trie
particulie`re, dans laquelle l’une des deux phases est constitute´e de la re´union de N
domaines borne´s, identiques a` une translation pre`s.
Notant ∆ρ le contraste de densite´ e´lectronique entre les grains et la matrice, et f la
fraction volumique des grains ( f = Nv/ |Ω|, ou` v est le volume de chaque grain), on
obtient successivement les fluctuations de densite´ e´lectronique η
η (x) = ∆ρ
[
N
∑
α=1
χ (x− xα)− f
]
,
ainsi que l’amplitude diffuse´e (4.3a)
A (q) = Ae∆ρvF (q)
N
∑
α=1
exp (−ıq · xα) , (4.9)
ou` F (q) de´signe le facteur de forme des grains, de´fini par
F (q) =
1
v
∫
x∈R3
χ (x) exp (−ıq · x) d3 x, (4.10)
l’intensite´ diffuse´e e´tant alors obtenue en prenant le carre´ du module de l’amplitude
A (q), soit
I (q) = Ie∆ρ
2v2 |F (q)|2
N
∑
α,β=1
exp [−ıq · (xβ − xα)] .
On peut montrer que dans la limite thermodynamique (|Ω| → +∞, f = Cte), le
facteur de structure, de´fini par la relation
S (k) =
1
N
N
∑
α,β=1
exp [−ık · (xβ − xα)] (4.11)
admet une limite finie S (k). Cette grandeur statistique caracte´rise les positions des
centres des grains les uns par rapport aux autres, a` l’inverse du facteur de forme, qui
caracte´rise la ge´ome´trie d’un grain pris isole´ment. Muni de cette de´finition, on peut
re´e´crire l’expression du spectre de diffusion sous la forme
I (q)
|Ω| = Ie∆ρ
2 f v |F (q)|2 S (q) . (4.12)
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Lorsque tous les grains sont identiques, il est donc possible de se´parer dans l’expres-
sion du spectre de diffusion la contribution de la forme des grains, de la contribution de
leur re´partition spatiale. Il faut signaler pour finir que l’expression analytique du facteur
de forme est connue pour un certain nombre de formes e´le´mentaires (voir l’annexe F.4.2).
4.1.4.1 Formule de Guinier
Bien que cette formule ne soit pas utilise´e explicitement dans ce travail, certains
auteurs (Allen et coll., 1982; Pearson et Allen, 1985) y ont fait appel induˆment pour
analyser le spectre de diffusion des paˆtes de ciment. La formule de Guinier est donc
de´montre´e ici dans le seul but d’en rappeler son domaine d’application.
On conside`re ici un milieu granulaire dilue´ ( f ≪ 1) ; cela revient a` admettre que les
grains n’inte´ragissent pas, soit S (q) ≃ 1. Pour les petites valeurs de q, on effectue alors
un de´veloppement limite´ a` l’origine du facteur de forme des grains
F (q) ≃ 1− 1
2v
q ·
[∫
x∈R3
χ (x) x⊗ x d3 x
]
· q,
ou` l’on a tenu compte de ce que les grains sont repe´re´s par leur centre de gravite´ ;
l’inte´grale apparaissant entre crochets n’est autre que le tenseur d’inertie du grain. En
prenant le carre´ de l’e´galite´ pre´ce´dente, on obtient finalement
I (q)
|Ω| = Ie∆ρ
2 f v
{
1− 1
v
q ·
[∫
x∈R3
χ (x) x⊗ x d3 x
]
· q
}
.
Lorsque le milieu est statistiquement isotrope, le spectre de diffusion est confondu
avec sa moyenne angulaire
I (q)
|Ω| =
1
4π
∫
|n|=1
I (qn)
|Ω| d
2 n = Ie∆ρ
2 f v
[
1− q
2
4πv
∫
x∈R3
∫
|n|=1
χ (x) (x · n)2 d2 n d3 x
]
.
Le point x e´tant fixe´, on a, en notant r, θ etϕ les coordonne´es sphe´riques du vecteur x∫
|n|=1
(x · n)2 d2 n = 2πr2
∫ π
0
cos2θ sinθ dθ =
4π
3
r2,
Dans le re´gime dit de Guinier, le spectre de diffusion se met donc finalement sous la
forme approche´e
I (q)
|Ω| = Ie∆ρ
2 f v
(
1− q
2R2g
3
)
, (4.13)
ou` Rg de´signe le rayon de giration des grains
R2g =
1
v
∫
x∈R3
χ (x) r2 d3 x, (4.14)
(Rg =
√
3/5R pour un grain sphe´rique de rayon R).
L’e´tude du spectre de diffusion aux faibles valeurs de q permet donc d’estimer la
taille des grains. Rappelons toutefois que la formule de Guinier (4.14) n’est valable que
pour des fractions volumiques de grains faibles.
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***
Dans le paragraphe pre´ce´dent, la the´orie supportant la diffusion des rayons X aux
petits angles a e´te´ brie`vement rappele´e. Seuls les points essentiels a` la compre´hension
de la suite de ce chapitre ont e´te´ expose´s ; signalons que, bien que les phe´nome`nes
physiques mis en jeu soient tre`s diffe´rents, la mode´lisation mathe´matique de la diffusion
de neutrons aux petits angles est identique, en remplac¸ant la densite´ e´lectronique par la
densite´ de longueur de diffusion. On s’inte´resse dans ce qui suit a` l’application de cette
technique expe´rimentale aux paˆtes de ciment.
4.2 Diffusion aux petits angles dans les paˆtes de ciment
4.2.1 Etude bibliographique critique
La figure 4.2 montre un exemple typique de spectre de diffusion d’une paˆte de ciment.
Les premie`res e´tudes des paˆtes de ciment par diffusion de rayonnement aux petits angles
remontent aumilieu des anne´es 1970, et de nombreuses avance´es ont depuis e´te´ obtenues.
Sur le plan qualitatif tout d’abord, les observations ont par exemple permis de confirmer
l’existence de deux populations de C–S–H – basse et haute densite´ – (Thomas et coll.,
1998a), ou encore de formuler l’hypothe`se que la phase basse densite´ a un caracte`re fractal
(Winslow, 1985; Allen et coll., 1987). Sur le plan quantitatif, l’exploitation du spectre dans
le domaine du re´gime de Porod a tre`s toˆt permis d’estimer la surface spe´cifique des
paˆtes de ciment (Pearson et Allen, 1985) ; la composition chimique moyenne du C–S–H a
par ailleurs e´te´ de´termine´e re´cemment (Allen et coll., 2007).
A la lecture de cette abondante litte´rature, on peut avoir le sentiment que tout est
dit concernant la diffusion aux petits angles dans les paˆtes de ciment. L’objet de ce para-
graphe est de tempe´rer cette conclusion. Les interpre´tations des donne´es expe´rimentales
qui ont permis de formuler une the´orie microstructurale des paˆtes de ciment sont en
effet parfois discutables, puisqu’elles font appel a` des re´sultats the´oriques en-dehors de
leur domaine d’application.
Dans ce paragraphe sont pre´sente´s indiffe´remment des re´sultats issus de la diffusion
aux petits angles des rayons X et de neutrons. La principale diffe´rence entre ces deux
expe´riences est l’e´paisseur de l’e´chantillon (Allen et Thomas, 2007) : voisine de 0.1mm
dans le cas des rayons X, elle peut atteindre 1mm dans le cas des neutrons. Limiter
l’e´paisseur des e´chantillons permet de garantir une transmission suffisante, tout en se
pre´munissant contre la diffusion multiple, pour l’interpre´tation de laquelle il n’existe
a` ce jour pas de cadre the´orique satisfaisant. A l’exception de Maggion et coll. (1995);
Winslow et coll. (1995); Heinemann et coll. (2000), la plupart des auteurs ont travaille´ avec
des paˆtes relativement jeunes (moins de 28 jours).
4.2.1.1 Que « voit-on » par diffusion aux petits angles ?
C’est la premie`re question a` se poser lorsqu’on applique les techniques de diffusion
de rayonnement aux paˆtes de ciment. Ces dernie`res sont en effet des milieux he´te´roge`nes
multiphasiques, alors que pour la plupart, les re´sultats the´oriques concernant la diffusion
aux petits angles sont e´tablis pour des milieux biphasiques. Les difficulte´s qui en re´sultent
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FIG. 4.2: Un exemple de spectre de diffusion aux petits angles obtenu sur une paˆte de C3S
hydrate´e (w/c = 0.4). Bien que le mate´riau soit moins complexe qu’une paˆte de ciment, le
spectre obtenu en est repre´sentatif (figure extraite de Maggion et coll., 1995).
FIG. 4.3: Comparaison des spectres de diffusion obtenus pour une paˆte de ciment Portland
ordinaire (w/c = 0.5) hydrate´e, puis sature´e en eau (H2O) ou en eau lourde (D2O). Les
diffe´rences entre les deux spectres caracte´risent un milieu multiphasique (extrait de Thomas
et coll., 2004).
sont bien mises en lumie`re par une expe´rience simple de diffusion de neutrons (Thomas
et coll., 2004), au cours de laquelle l’eau (H2O) est remplace´e par de l’eau lourde (D2O).
L’inte´reˆt d’une telle expe´rience, dite de variation de contraste, sera expose´ plus loin, et
on se contente pour le moment d’une comparaison qualitative des spectres obtenus. Si
le mate´riau e´tait ve´ritablement biphasique, le remplacement du fluide dans les pores
conduirait a` une simple modification du contraste ∆ρ, donc (en e´chelle logarithmique) a`
une translation du spectre de diffusion selon l’axe vertical. On constate sur la figure 4.3
qu’il n’en est rien, ce qui indique que le spectre mesure´ implique le contraste entre plus
de deux espe`ces chimiques.
La situation n’est toutefois pas de´sespe´re´e, pour plusieurs raisons. En premier lieu, les
e´chelles d’espace (donc de q dans l’espace de Fourier) sont se´pare´es pour certaines phases.
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Ainsi par exemple, dans la gamme des q typiquement observe´e par diffusion de rayons
X ou de neutrons, la contribution des grains de ciment anhydre se re´duit a` un simple
re´gime de Porod. Ensuite, Allen et coll. (1987) sont les premiers auteurs a` remarquer qu’a`
l’exception des silicates de calcium hydrate´s et de la portlandite, les diffe´rentes phases
constitutives d’une paˆte de ciment occupent des fractions volumiques, ou pre´sentent
un contraste de densite´ e´lectronique (ou de densite´ de longueur de diffusion) avec l’eau
faible devant les C–S–H. Ces observations ont conduit ces auteurs a` conside´rer que dans
une paˆte de ciment, la diffusion aux petits angles « voit » essentiellement l’interface entre
C–S–H et espace poral.
Au terme d’observations plus pre´cises, ces meˆmes auteurs (Allen et coll., 2007) ont
toutefois re´cemment e´te´ amene´s a` raffiner cette hypothe`se de travail, en incluant une
faible contribution de l’interface entre la portlandite et l’espace poral. Ainsi, pour une
paˆte de ciment Portland ordinaire (w/c = 0.4), Allen et coll. (2007) ont estime´ que
l’interface pores–CH repre´sentait une fractionαCH ≃ 7% de la surface spe´cifique totale
des pores. Ce calcul est base´ sur l’une des seules formules restant valable pour un milieu
multiphasique
I (q)
|Ω| ∼ 2π Ie ∑
α<β
(ρβ − ρα)2 Sv,αβ
q4
, q→ +∞,
ou` ρα de´signe la densite´ e´lectronique de la phaseα, et Sv,αβ l’aire, par unite´ de volume
de l’e´chantillon he´te´roge`ne, de l’interface entre les phasesα et β. Cette formule constitue
bien entendu une ge´ne´ralisation de la relation de Porod (4.8).
Pour se´parer la contribution de la portlandite au spectre de diffusion total d’une paˆte
de ciment, Allen et coll. (2007) (voir e´galement Thomas et coll., 1998b) ont fait appel a`
une technique de variation du contraste en diffusion des neutrons, en admettant que les
seules interfaces pertinentes dans l’e´quation ci-dessus e´taient l’interface pores–C–S–H et
l’interface pores–CH.
Leur expe´rience est base´e sur le fait que la densite´ de longueur de diffusion de l’eau
(H2O) est ne´gative (ρH2O = −0.561× 1014m−2), tandis que celle de l’eau lourde (D2O)
est positive (ρD2O = 6.402× 1014m−2). En diluant de l’eau lourde (fraction molaire x)
dans de l’eau normale, on obtient une solution dont la densite´ de longueur de diffusion
ρw est « re´glable »
ρw = (1− x)ρH2O + xρD2O.
La paˆte de ciment e´tant sature´e par cette solution, un choix approprie´ de la fraction
molaire d’eau lourde x permet d’annuler le contraste entre l’espace poral et la phase
CH ou C–S–H. Des adaptations ont toutefois e´te´ ne´cessaires, du fait que l’eau lourde se
substitue non seulement a` l’eau normale libre dans les pores, mais e´galement a` l’eau
normale lie´e aux C–S–H. Il a finalement e´te´ de´termine´ expe´rimentalement sur une paˆte
de ciment aˆge´e de 28 jours (w/c = 0.4) que pour une fraction molaire xCSH = 0.81, le
contraste entre la solution et le C–S–H e´tait annule´. Le spectre de diffusion se re´duit
dans ce cas au spectre de la seule phase CH, et il est possible d’en de´duire la (faible)
contribution de la portlandite au spectre total de la paˆte de ciment.
En somme, pour une interpre´tation qualitative des spectres, il est le´gitime de consi-
de´rer (comme le font la plupart des auteurs) que dans les paˆtes de ciment, la diffusion
aux petits angles naıˆt essentiellement du contraste entre C–S–H et pores. D’un point de
vue quantitatif, en revanche, les re´sultats publie´s ante´rieurement a` Allen et coll. (2007)
devraient eˆtre re´e´value´s a` la lumie`re de ceux obtenus par ces auteurs.
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4.2.1.2 C–S–H basse densite´, C–S–H haute densite´
Il est couramment admis que la diffusion aux petits angles re´ve`le la structure des
seuls C–S–H basse densite´ . La discussion ge´ne´rale sur l’existence de deux familles de
C–S–H a de´ja` e´te´ pre´sente´e au chapitre 1 (paragraphe 1.1) ; la diffusion aux petits angles
permet de porter un e´clairage nouveau sur le de´bat.
Graˆce a` l’utilisation d’un instrument au flux de neutrons e´leve´ permettant la re´duction
des temps d’acquisition de chaque spectre, Thomas et coll. (1998a) ont pu mesurer l’e´vo-
lution de la surface spe´cifique de la paˆte de ciment hydrate´e en fonction du temps. Il est
alors inte´ressant de superposer au graphe qui en re´sulte des mesures de calorime´trie
(la chaleur totale de´gage´e e´tant lie´e a` l’avancement global de la re´action d’hydratation).
On constate sur la figure 4.4 que les tendances indique´es par les deux courbes en de´but
d’hydratation (t ≤ 20 h) sont les meˆmes. Apre`s une pe´riode dite dormante, pendant
laquelle toutes deux conservent des valeurs tre`s faibles, on assiste a` une acce´le´ration de
la formation de surface spe´cifique, s’accompagnant d’un fort de´gagement de chaleur.
Au bout d’une vingtaine d’heures environ, la surface spe´cifique atteint un pallier, et
n’e´volue pratiquement plus. Thomas et coll. en de´duisent que l’hydratation du ciment
conduit a` la formation d’un produit d’hydratation de forte surface spe´cifique, dont la
production cesse au bout d’une vingtaine d’heures. La chaleur de´gage´e continue toute-
fois d’augmenter, ce qui indique que la re´action d’hydratation se poursuit : la surface
spe´cifique des produits d’hydratation de´gage´s a` partir de ce moment est donc beaucoup
plus faible que celle des produits d’hydratation de´gage´s initialement. Or, d’apre`s la
discussion pre´ce´dente, la diffusion aux petits angles n’est sensible qu’aux C–S–H et
CH (dont la surface spe´cifique est tre`s faible). Conside´rant que la surface spe´cifique
des C–S–H haute densite´, plus compacts, e´tait plus faible que celle des C–S–H basse
densite´, Thomas et coll. en de´duisent que les hydrates de basse densite´ se forment en
premier, remplissant rapidement l’espace poral initialement occupe´ par l’eau (ainsi que
le volume libe´re´ par la dissolution du ciment anhydre). Le manque d’espace conduit
par la suite a` la densification des produits d’hydratation nouvellement de´gage´s (C–S–H
basse densite´).
D’un point de vue pratique, la figure 4.4 permet a` Thomas et coll. d’affirmer que la
diffusion aux petits angles n’est sensible qu’aux C–S–H basse densite´. Les hypothe`ses
morphologiques pre´sente´es ci-apre`s se rapporteront donc uniquement a` cette phase.
Il faut toutefois noter que l’explication propose´e par ces auteurs est discute´e, d’autres
e´quipes conside´rant que ce sont les hydrates haute densite´ qui se forment en premier
(voir notamment Garrault et coll., 2005, 2006).
4.2.1.3 Les « globules » de C–S–H
Pour comprendre l’origine de l’hypothe`se «globulaire» desC–S–H, rendue populaire
par Allen et Jennings, il est ne´cessaire de remonter aux publications les plus anciennes
de ces auteurs (Allen et coll., 1982). Dans ces travaux, les auteurs font l’hypothe`se que
la phase C–S–H est une phase continue, comportant des pores. Un ajustement de la
relation de Guinier (4.13) aux spectres mesure´s leur permet alors de de´terminer le rayon
de gyration moyen des pores, Rg ≃ 2 nm, soit finalement un diame`tre moyen des pores
e´gal a` 5 nm environ.
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FIG. 4.4: Evolution de la surface spe´cifique (re´gime de Porod mesure´ par diffusion de
neutrons aux petits angles) et de la chaleur de´gage´e en fonction du temps d’hydratation.
Ciment Portland ordinaire, w/c = 0.4, figure extraite de Thomas et coll. (1998b).
Ces auteurs ne tardent toutefois pas a` constater (Pearson et Allen, 1985) que les
spectres qu’ils mesurent ont un comportement alge´brique de la forme I (q) ∝ q−2.7 aux
grandes valeurs de q ; ils attribuent initialement ce comportement a` la distribution des
tailles de pores.
Il a toutefois e´te´ rappele´ aux paragraphes 4.1.3.3 et 4.1.3.4 qu’un milieu fractal pou-
vait eˆtre a` l’origine de tels comportements alge´briques. Ayant connaissance des travaux
alors re´cents concernant les processus d’aggre´gation, pouvant dans certaines condi-
tions conduire a` des amas fractals, Allen et coll. (1987) sont alors revenus sur leur
interpre´tation initiale. Dans leur nouveau mode`le, la phase C–S–H est constitue´e d’un
amas fractal de « globules » e´le´mentaires dont la formation re´sulte, au cours de la
dissolution–pre´cipitation du ciment anhydre, d’un processus d’aggre´gation. Cette nou-
velle interpre´tation permet d’expliquer le comportement alge´brique aux grands q, et
la taille caracte´ristique des « globules » est alors, comme pre´ce´demment, de´duite de
l’application de la formule de Guinier aux faibles valeurs de q.
Cette de´marche serait parfaitement logique (le the´ore`me de Babinet permettant
d’e´changer les roˆles joue´s par les deux phases d’un milieu biphasique), si la formule
de Guinier n’avait un domaine d’application limite´. Celle-ci n’est en effet valable que
lorsque l’on peut conside´rer que le facteur de structure est voisin de l’unite´ S (q) ≃ 1
pour q→ 0. Cela signifie que les interactions entre grains sont ne´gligeables, ce qui n’est
certainement pas le cas d’un milieu concentre´2.
Bien que plus e´leve´e que dans les C–S–H haute densite´, on conside`re ge´ne´ralement
que la porosite´ des C–S–H basse densite´ est faible, de l’ordre de 0.36 (Jennings et coll.,
2007), soit une compacite´ de l’ordre de 0.64 pour les « globules » de C–S–H. Loin d’eˆtre
dilue´e, la phase granulaire est donc tre`s concentre´e, puisque cette valeur correspond
exactement a` la compacite´ maximale d’un empilement ale´atoire de sphe`res (random close
jamming) ; on peut donc difficilement conside´rer dans ces conditions que la formule de
Guinier s’applique. Le mode`le globulaire des C–S–H de´sormais conside´re´ comme acquis,
2On montre aise´ment que, quelle que soit la densite´ du milieu, le comportement a` l’origine du spectre
de diffusion est de la forme I (q) = I0
[
1− (qξ)2
]
, ou` ξ est homoge`ne a` une longueur. Dans un milieu
concentre´, ξ ne peut toutefois pas eˆtre interpre´te´e comme une taille de particule.
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apparaıˆt donc en fait comme fonde´ sur des bases fragiles, et les expe´riences de diffusion
aux petits angles ne permettent en re´alite´ pas de le valider.
Ces dernie`res soule`vent au contraire un certain nombre de questions. Il est en effet
troublant qu’aucun pic ne soit observe´ dans le spectre de diffusion. En effet, si l’on
conside`re que la phase C–S–H basse densite´ est constitue´e de grains sphe´riques de
diame`tre 5 nm, alors le caracte`re impe´ne´trable des grains doit donner naissance, dans
l’espace re´el, a` une pseudo-pe´riodicite´ du syste`me, se traduisant par des oscillations
amorties de la fonction de distribution radiale g (r) aux grandes valeurs de la se´paration
r. Dans l’espace re´ciproque, ces oscillations se traduisent par un pic localise´ au voisinage
de q = 2π/d (d : diame`tre), comme le montrent les calculs du paragraphe 4.4.1. Ce pic
n’a jamais e´te´ observe´ expe´rimentalement.
4.2.1.4 Caracte`re fractal de la phase basse densite´
Ce point a de´ja` e´te´ e´voque´ au paragraphe pre´ce´dent, pour expliquer pourquoi Allen
et coll. (1987), e´tant partis d’une hypothe`se de pores distribue´s dans une phase continue,
avaient finalement adopte´ l’hypothe`se globulaire des C–S–H.
La nature fractale des C–S–H est reconnue depuis le milieu des anne´es 1980, et
la premie`re mention doit probablement en eˆtre attribue´e a` Winslow (1985). Avant de
pre´senter plus en de´tail les the´ories se rattachant a` ce point, signalons toutefois que
la` encore, la diffusion des rayonnement aux petits angles ne permet pas vraiment de
confirmer ou infirmer cette hypothe`se ge´ome´trique. En effet, le seul re´sultat the´orique
de´montre´ (voir paragraphe 4.1.3) est que le spectre de diffusion d’un milieu fractal est
alge´brique, l’exposant de q e´tant fractionnaire et lie´ a` la dimension fractale : l’implication
ge´ome´trie fractale⇒ spectre alge´brique,
est donc toujours vraie. En revanche, la contrapose´e
spectre alge´brique⇒ ge´ome´trie fractale,
est fausse, et on peut (au moins dans le cas d’une forte dilution) construire des milieux
de´sordonne´s dont le spectre est alge´brique, et dont la nature n’est pas fractale : il suffit
pour cela d’attribuer le caracte`re alge´brique au facteur de forme (donc a` la distribu-
tion des tailles de grains). Or, c’est justement cette contrapose´e qui est invoque´e pour
de´cider de la nature fractale de la phase basse densite´ des C–S–H. Conforme´ment aux
errements habituels, dans le pre´sent paragraphe, ce milieu de´sordonne´ sera qualifie´
ici indiffe´remment de « fractal » ou « alge´brique », bien qu’en toute rigueur, seule la
deuxie`me de´nomination soit correcte.
En tout e´tat de cause, de nombreux auteurs attestent de cette nature alge´brique
(Winslow, 1985; Allen et coll., 1987; Allen, 1991; Beddoe et Lang, 1994; Winslow et coll.,
1995; Allen et Livingston, 1998; Heinemann et coll., 2000), ge´ne´ralement observe´e sur des
paˆtes jeunes (moins de 28 jours), pour lesquels deux re´gimes alge´briques sont observe´s
I (q) ∝ q−3.5
(
q ≤ 0.2 nm−1
)
, I (q) ∝ q−2.5
(
q ≥ 0.2 nm−1
)
,
les valeurs pre´ce´dentes se rapportant a` un ciment Portland ordinaire (w/c = 0.4).
Ces valeurs varient d’une publication a` l’autre, du fait de l’impre´cision de la mesure
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(les comportements alge´briques n’e´tant observe´s que sur des gammes de q relative-
ment peu e´tendues) ; les valeurs pre´sente´es ci-dessus peuvent eˆtre conside´re´es comme
repre´sentatives de l’ensemble des re´sultats publie´s.
Aux petites valeurs de q, le re´gime alge´brique pourrait eˆtre explique´ par la pre´sence
d’un fractal de surface, de dimension ds = 2.5, tandis qu’un fractal de masse, de dimen-
sion dv = 2.5 pourrait eˆtre a` l’origine du re´gime alge´brique aux grands q. Il faut noter
(Winslow et coll., 1995) que ce dernier disparaıˆt lorsque le mate´riau est comple`tement
se´che´.
Afin d’expliquer ces deux re´gimes alge´briques, Allen (1991) propose le mode`le de
structure repre´sente´ sur la figure 4.5 ; dans ce mode`le, les grains de ciment anhydres
sont entoure´s d’une coque de C–S–H haute densite´ constitue´e d’un empilement compact
de « globules » de diame`tre 5 nm. Ces sphe`res composites sont elles-meˆmes entoure´es
de C–S–H basse densite´, constitue´ d’un empilement fractal (de masse) de ces meˆmes
globules, l’interface entre C–S–H basse et haute densite´ constituant un fractal self-affine.
Allen et Livingston (1998) proposent alors un mode`le quantitatif correspondant a` cette
interpre´tation
I (q)
|Ω| = f v∆ρ
2

23−dvη
(
ξv
R
)dv sin [(dv − 1) atan (qξv)]
(dv − 1) qξv
[
1+ (qξv)
2
](dv−1)/2 + (1− η)2

 F2 (q)
+ πξ4s ∆ρ
2S0Γ (5− ds) sin [(3− ds) atan (qξs)][
1+ (qξs)
2
](5−ds)/2
qξs
, (4.15)
dans lequel R est le rayon des globules sphe´riques, v son volume, et F (q) son facteur de
forme. η est la compacite´ locale de leur empilement, c’est-a`-dire la fraction volumique
occupe´e par le C–S–H, calcule´e sur des sphe`res de rayon 2R. ξv (resp. ξs) est la longueur
de corre´lation maximale au-dela` de laquelle le caracte`re fractal de volume (resp. surface)
ne se manifeste plus. Finalement, S0 est la surface « lisse » (par unite´ de volume) de
l’interface, observe´e pour des e´chelles de longueur supe´rieures a` ξs.
On peut reprocher a` ce mode`le de comporter un trop grand nombre de parame`tres,
alors que les courbes expe´rimentales auxquelles il doit eˆtre ajuste´ sont relativement
simples. Il faut toutefois noter, comme le remarquent les auteurs, que les deux termes
de (4.15) sont significatifs dans des gammes de q disjointes, ce qui limite le nombre de
parame`tres a` trois pour chaque branche du spectre.
En outre, ce mode`le n’est pas constructif, en ce sens qu’il ne propose pas de moyen
de construire un empilement de globules re´alisant le spectre de diffusion vise´ (mesure´
ou ajuste´). L’expression (4.15) provient en fait d’un mode`le initialement propose´ par
Freltoft et coll. (1986) pour des fractals de masse seulement. On sait qu’alors la fonction de
distribution radiale a pour expression g (r) = Ardv−d. Toutefois, dans tous les mate´riaux
re´els, ce comportement alge´brique ne se prolonge pas inde´finiment, et ces auteurs
introduisent une coupure ξv dans la fonction pre´ce´dente
g (r) = Ardv−d exp (−r/ξv) , (4.16)
ou` la modulation exponentielle s’apparente a` un « de´sordre parfait » (Debye et coll.,
1957). La transforme´e de Fourier de l’expression pre´ce´dente, ponde´re´e par le carre´ du
facteur de forme des globules, conduit alors au premier terme de (4.15).
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Pour expliquer le second terme de (4.15), il est ne´cessaire de faire re´fe´rence aux
travaux de Wong et Cao (1992), qui ont montre´ que le facteur de structure d’un fractal
de masse entoure´ d’un fractal de surface se mettait sous la forme
S (q) ∝ q−dv
[
dvΓ (dv − 1) sin π
2
(3− dv)
+
B f (3+ dv − ds)
3− ds Γ (2+ dv − ds) sin
π
2
(dv − ds) (qL)−(3−ds)
]
,
et Allen et Livingston (1998) ont inte´gre´ dans cette expression une fonction d’extinction
e´galement exponentielle pour le terme correspondant au fractal de surface ; l’observation
de l’expression pre´ce´dente montre qu’en toute rigueur, le facteur de forme des globules
devrait e´galement frapper le second terme de (4.15).
L’ajustement du mode`le (4.15) a` leurs re´sultats expe´rimentaux les plus re´cents a
conduit Allen et coll. (2007, supplementary material) aux valeurs nume´riques suivantes
dv = 2.6, ξv = 67 nm,
ds = 2.55, ξs = 377 nm,
pour une valeur du diame`tre des globules 2R = 4.4 nm. Cet ajustement pose toutefois
proble`me pour plusieurs raisons. Tout d’abord, le comportement de la fonction de distri-
bution radiale (4.16) aux grandes valeurs de la se´paration r est quelque peu arbitraire, ce
qui se traduit directement sur le comportement aux faibles valeurs de q du spectre de
diffusion (re´gime de Guinier ge´ne´ralise´). On peut donc imaginer qu’un choix diffe´rent
de la fonction d’extinction conduise a` un comportement diffe´rent du spectre (4.15) a`
l’origine. Par exemple, Wong et Cao (1992) sugge`rent une expression de la forme
exp
[
−α (r/ξv)3−ds
]
.
Or, Allen et Livingston (1998) extrapolent en q = 0 les spectres expe´rimentaux a`
l’aide de (4.15) pour identifier le pre´facteur du premier terme, et le relier a` la taille des
globules. Cette nouvelle de´termination du diame`tre des globules apparaıˆt donc autant
sujette a` caution que celle e´voque´e au paragraphe pre´ce´dent, base´e sur la formule de
Guinier (Allen et coll., 1982; Pearson et Allen, 1985).
Par ailleurs, la longueur de coupure ξs caracte´rise la limite supe´rieure des distances
de corre´lation au-dela` de laquelle le re´gime fractal ne se manifeste plus. Dans l’espace
de Fourier, cela se traduit par un plateau aux petites valeurs de q, la transition entre le
re´gime alge´brique et ce plateau s’ope´rant pour des valeurs de q voisines de 1/ξs (Freltoft
et coll., 1986). Ce plateau n’e´tant jamais observe´ expe´rimentalement, la de´termination
de ξs par ajustement du mode`le (4.15) aux spectres expe´rimentaux doit eˆtre entaˆche´e
d’erreur.
Quoi qu’il en soit, si l’on retient les valeurs nume´riques de´termine´es par Allen et coll.
(2007), on constate que s’il existe, le re´gime « fractal de masse » ne re`gne que sur une
gamme d’e´chelles de longueurs de corre´lation tre`s restreinte (une de´cade environ). On
est alors en droit de s’interroger sur la le´gitimite´ du terme fractal. De plus, un tel milieu
fractal ne peut rendre compte de la compacite´ e´leve´e du C–S–H basse densite´. En effet, η
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FIG. 4.5: Une repre´sentation graphique du mode`le fractal propose´ par Allen (1991).
de´signant la compacite´ locale du C–S–H, la compacite´ de l’amas fractal (aux e´chelles de
longueur ξv) s’e´crit
η
(
ξv
2R
)dv−3
≃ 0.34η ≃ 0.17,
en retenant pour η la valeur η ≃ 0.5 propose´e par Allen et coll. (2007), soit un nombre
de coordination moyen B ≃ 6. La compacite´ de l’amas fractal est donc tre`s infe´rieure
a` celle des C–S–H basse densite´, soit environ 0.64 ; Jennings (2008) e´carte cette contra-
diction en postulant que les hydrates basse densite´ sont constitue´s d’un encheveˆtrement
d’amas fractals de taille ξv, ce qui permet d’en diminuer la porosite´. Il est bon toute-
fois de rappeler que 0.64 correspond a` la fraction volumique maximale occupe´e par un
empilement ale´atoire de grains sphe´riques. A ces niveaux de compacite´, le syste`me
(bien qu’ale´atoire) est tre`s contraint, et son spectre de diffusion aux petits angles est
comple`tement de´termine´. Ce spectre ne fait pas apparaıˆtre un re´gime « fractal », comme
le montreront les analyses du paragraphe 4.4.1.
On le voit, si la pre´sence d’une interface self-affine entre C–S–H basse et haute densite´
ne peut eˆtre e´carte´e, la nature fractale de masse des C–S–H basse densite´ paraıˆt peu
probable.
4.2.1.5 Que retenir des expe´riences de diffusion aux petits angles ?
Des e´le´ments bibliographiques ci-dessus, on retiendra que le spectre observe´ par
diffusion de rayons X ou de neutrons aux petits angles est essentiellement duˆ aux
C–S–H basse densite´ (avec une faible contribution de la portlandite). Qualitativement,
ces spectres ont toujours la meˆme allure : ils sont constitue´s de deux re´gimes alge´briques,
la transition entre ces deux re´gimes se situant aux alentours de q ≃ 0.02 nm−1. En-dec¸a`
de ce seuil, le comportement alge´brique pourrait eˆtre la signature d’un fractal de surface,
de dimension ds ≃ 2.5, tandis qu’au-dela`, il pourrait indiquer la pre´sence d’un fractal
de masse, de dimension dv ≃ 2.5. On conside´rera toutefois avec pre´caution les valeurs
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nume´riques re´sultant de l’ajustement du mode`le (4.15), qui comporte une certaine part
d’arbitraire.
Finalement, rappelons a` toutes fins utiles les re´sultats de´termine´s expe´rimentalement
(inde´pendamment du mode`le sus-cite´) par Allen et coll. (2007) concernant les carac-
te´ristiques moyennes des C–S–H dans les paˆtes de ciment
– composition chimique : C1.7SH1.8,
– densite´ : 2.604,
– densite´ de longueur de diffusion : 2.574× 1014m−2,
– densite´ e´lectronique : 22.35× 1014m−2.
4.2.2 Expe´riences mene´es a` Soleil
Il est bien connu que les paˆtes de ciment hydrate´es continuent d’e´voluer pendant
plusieurs anne´es (Richardson, 2004). Par exemple, la distribution des rapports C/S au
sein de la phase C–S–H, initialement bimodale, devient au bout d’un an monomodale
(Richardson et Groves, 1993). Malgre´ ce constat, la plupart des expe´riences de diffusion
aux petits angles publie´es sont effectue´es sur des paˆtes de ciment jeunes (28 jours) ; il
paraıˆssait donc important de comple´ter ces re´sultats par des mesures sur des paˆtes plus
aˆge´es.
C’est l’objet de l’expe´rience pre´sente´e ici, et re´alise´e en de´cembre 2008 sur la ligne
de lumie`re Swing du synchrotron Soleil. La paˆte de ciment, fournie par le Laboratoire
Central des Ponts et Chausse´es, et pre´pare´e selon leur proce´dure standard, est aˆge´e d’un
an et demi au moment ou` les expe´riences sont conduites.
Les e´chantillons, de dimensions en plan voisines de 1× 1 cm2, et d’e´paisseur 0.1mm
environ, sont extraits d’une e´prouvette cylindrique 7× 14 cm2, constitue´e d’une paˆte
de ciment CEM I hydrate´e (w/c = 0.35). L’e´prouvette est stocke´e pendant un an dans
son moule, puis enveloppe´e dans deux couches de papier aluminium, et stocke´e a`
tempe´rature ambiante. Maintenir l’e´prouvette dans des conditions dites endoge`nes permet
d’approcher au mieux les conditions de maturation in-situ (au cœur d’un tablier de pont,
par exemple) d’une paˆte de ciment.
Quelques jours avant l’expe´rience, l’e´prouvette est scie´e, et un barreau de section
approximativement carre´e est extrait de son coeur. De ce barreau sont de´bite´es des
tranches d’e´paisseur voisine du dixie`me de millime`tres. Les e´chantillons ainsi obtenus
sont socke´s dans l’eau, et sont donc sature´s lorsque leur spectre de diffusion est mesure´.
Cela permet d’assurer que ce spectre est duˆ a` la seule interface solide-pores.
Le spectre repre´sente´ sur la figure 4.6 est en fait la superposition de deux spectres
distincts, obtenus en plac¸ant le de´tecteur successivement a` 1.50m et 6.0m du meˆme
e´chantillon. Celui-ci est e´claire´ par un faisceau incident d’e´nergie 11 keV. Il est remar-
quable d’observer que, comme pour des paˆtes plus jeunes, le spectre de diffusion com-
porte deux branches alge´briques en q−3.2 et q−2.5, la transition se situant en q ≃ 0.2 nm−1.
Ainsi, la nature alge´brique du spectre de diffusion des paˆtes de ciment e´volue peu avec
le temps. Notons que l’allure de la courbe pour q ≥ 1 nm−1 est a` conside´rer avec
pre´cautions, du fait de non-line´arite´s du de´tecteur, encore mal calibre´ a` la date ou` les
expe´riences ont e´te´ mene´es.
***
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FIG. 4.6: Spectre de diffusion d’une paˆte de ciment (CEM I, w/c = 0.35) aˆge´e d’un an et
demi. Les lignes pointille´es repre´sentent les branches alge´briques q−3.2 et q−2.5.
La discussion du paragraphe 4.2 a permis de montrer que l’interpre´tation en termes
de microstructure d’un spectre de diffusion aux petits angles peut eˆtre complexe. C’est
le cas notamment des paˆtes de ciment, pour lesquelles le comportement alge´brique
du spectre est ge´ne´ralement explique´ par une structure doublement fractale (volume et
surface), cette dernie`re hypothe`se e´tant toutefois difficile a` ve´rifier. Il a de plus de´ja` e´te´
mentionne´ que lemode`le de structure (4.15) commune´ment admis n’est pas constructif, au
sens ou` aucune configuration de globules pre´sentant un spectre de diffusion compatible
avec (4.15) n’a jamais e´te´ exhibe´e.
Une de´marche constructive, dans laquelle on cherche a` simuler une configuration
re´alisant le spectre de diffusion cherche´, existe pourtant. Cette approche est se´duisante
a` plus d’un titre, notamment par le nombre re´duit d’hypothe`ses qu’il est ne´cessaire
de formuler a priori, et par sa nature irre´futable. En effet, tant qu’aucune re´alisation
correspondant au spectre (4.15) n’aura e´te´ propose´e, des doutes quant a` la faisabilite´
d’un tel spectre subsisteront.
Dans le paragraphe 4.3, on montre que pour pouvoir aborder ces questions, il est
ne´cessaire de de´velopper des outils nume´riques, notamment de mettre au point une
me´thode fiable de calcul nume´rique du spectre de diffusion d’une configuration donne´e.
Un certain nombre de me´thodes ont de´ja` e´te´ propose´es pour effectuer ce calcul ; toutes
souffrent d’effets de coupure conduisant a` des artefacts significatifs. Pas plus que ses
aıˆne´es, la nouvelle me´thode pre´sente´e au paragraphe 4.3 n’est de´nue´e d’artefacts. Ceux-
ci sont toutefois parfaitement identifie´s, et une relation mathe´matique explicite (pou-
vant dans certains cas eˆtre inverse´e) lie le spectre de diffusion re´el de la configuration
conside´re´e au spectre de diffusion (biaise´) estime´ par la me´thode propose´e. Cette nou-
velle me´thode s’applique de plus indiffe´remment a` une se´rie de configurations, ou a` une
configuration unique, le bruit statistique restant limite´ meˆme dans le second cas.
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4.3 Calcul du spectre de diffusion
4.3.1 Position du proble`me
La donne´e du seul spectre de diffusion ne suffit pas a` caracte´riser la microstruc-
ture d’un milieu de´sordonne´. A de´faut d’autre observation directe, il est ne´cessaire de
formuler une hypothe`se microstructurale, qui comple`te le spectre de diffusion (avec
lequel elle doit eˆtre cohe´rente). Le mode`le globulaire de Allen et Jennings est l’une de ces
hypothe`ses microstructurales. Est-elle compatible avec le spectre alge´brique des paˆtes de
ciment ? Pour re´pondre a` cette question, il « suffit » d’exhiber une assemble´e de sphe`res
dures pre´sentant le spectre de diffusion cherche´. A cet effet, on souhaite invoquer une
me´thode de reconstruction par recuit simule´.
Cette me´thode, initialement de´veloppe´e pour reconstruire une image nume´rique
(assemble´e de voxels) d’un milieu biphasique dont la fonction de corre´lation a` deux
points est donne´e, est de mise en œuvre relativement lourde, les temps de calcul pouvant
atteindre plusieurs mois. Dans cette approche, la boıˆte de simulation est discre´tise´e en
voxels, initialement affecte´s a` l’une ou` l’autre des phases. La grandeur a` re´aliser (la
fonction de corre´lation a` deux points) est calcule´e sur cette configuration initiale, et la
qualite´ de cette reconstruction est estime´e au moyen d’une fonction couˆt (par exemple,
la distance L2 entre fonctions de corre´lation expe´rimentale et simule´e).
La fonction couˆt est minimise´e par permutations ale´atoires successives des voxels,
selon une strate´gie de type recuit simule´ (Kirkpatrick et coll., 1983), les ite´rations e´tant in-
terrompues lorsque la fonction de corre´lation de la reconstruction est juge´e suffisamment
proche de la cible.
Dans un tel calcul, les transitions sont quasiment « aveugles » (contrairement aux des-
centes de gradient, aucune direction de recherche n’est privile´gie´e), et donc extreˆmement
nombreuses ; Yeong et Torquato (1998) et Rozman et Utz (2001) proposent des optimisa-
tions permettant de limiter les calculs, et d’e´viter les transitions superflues. Les me´thodes
de reconstructions par recuit simule´ s’appliquent e´galement a` des milieux he´te´roge`nes
constitue´s de grains (Rintoul et Torquato, 1997) : dans ce cas, les transitions de la chaıˆne
de Markov sont des translations (e´ventuellement, des rotations) de ces grains.
On s’inte´resse ici a` la reconstruction par recuit simule´ de milieux he´te´roge`nes dont
le spectre de diffusion aux petits angles est donne´. Ce proble`me de reconstruction est
plus complexe que celui e´voque´ pre´ce´demment, puisqu’il ne´cessite d’alterner entre
espace re´el (dans lequel la reconstruction est e´tablie), et espace de Fourier (dans lequel
sa qualite´ est e´value´e). La difficulte´ majeure tient au fait que la boıˆte de simulation est
de taille finie : la fonction de corre´lation a` deux point n’est donc pas connue au-dela`
d’une certaine valeur de la se´paration r (typiquement, r ≤ L/2, si L est la taille de la
boıˆte de simulation). Cette coupure de la fonction d’autocorre´lation dans l’espace re´el est
a` l’origine, dans l’espace de Fourier, d’artefacts qui se manifestent essentiellement aux
faibles valeurs de q (correspondant aux grandes distances de corre´lation r, inacessibles a`
la simulation).
Notons que le spectre de diffusion I (q) est the´oriquement e´quivalent – a` une trans-
forme´e de Fourier pre`s – a` l’autocorre´lation γ (r). Iexp (q) de´signant le spectre de diffu-
sion mesure´ expe´rimentalement (cible de la reconstruction), on pourrait imaginer de
calculer l’autocorre´lation γexp (r) correspondante, et de proce´der a` une reconstruction
classique en prenant pour cible γexp (r), ce qui e´viterait de devoir travailler a` la fois dans
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les espaces re´el et de Fourier au cours du recuit simule´. Cette approche n’est malheureu-
sement pas envisageable, puisque le spectre Iexp(q) n’est mesure´ que sur une gamme
limite´e de valeurs de q. L’e´valuation de γexp (r) souffre donc des meˆmes effets de coupure
que l’estimation du spectre de diffusion a` partir d’une configuration nume´rique, et il est
pre´fe´rable de prendre pour cible la fonction Iexp (q), de´nue´e d’artefacts.
Pour re´soudre le proble`me inverse (trouver une configuration re´alisant un spectre
donne´), encore faut-il savoir re´soudre le proble`me direct (trouver le spectre d’une
re´alisation donne´e). C’est l’objet du pre´sent paragraphe.
4.3.1.1 Cahier des charges
L’outil de calcul du spectre de diffusion d’une configuration donne´e a` de´velopper
doit eˆtre fiable, au sens ou` le re´sultat du calcul doit eˆtre correct, y compris aux faibles valeurs
de q. Bien entendu, le fait de simuler des configurations d’extension finie impose une
limite infe´rieure sur les valeurs de q accessibles au calcul (la taille de la boıˆte imposant
une limite supe´rieure sur les distances de corre´lation explore´es). Typiquement, si L est la
taille de la boıˆte de simulation, alors les plus grandes longueurs de corre´lation accessible
sont L/2, et les plus petites valeurs de q accessibles sont voisines de π/(L/2) = 2π/L.
On souhaite donc que le calcul du spectre de diffusion soit correct jusqu’a` cette
valeur minimale. Cette exigence est capitale pour l’application de la me´thode aux paˆtes
de ciment, puisque les spe´cificite´s de leur spectre de diffusion apparaissent aux faibles
valeurs de q. Les temps de calculs seront d’autant plus faibles qu’il sera possible, pour
une meˆme gamme de valeurs de q, de conside´rer une boıˆte de simulation petite.
Ide´alement, cet outil de calcul du spectre de diffusion doit pouvoir eˆtre utilise´ dans
une reconstruction d’un milieu he´te´roge`ne par recuit simule´. Il faut alors limiter le couˆt
d’une mise a` jour du spectre conse´cutive a` une petite modification de la configuration
simule´e. Ceci exclut donc de travailler avec la relation (4.3b), puisque toute modification
de la boıˆte de simulation ne´cessite un recalcul complet de la fonction d’autocorre´lation
γ(r). La relation (4.3a) est en revanche particulie`rement bien adapte´e aux objectifs fixe´s.
En effet, le calcul de l’amplitude de l’onde diffuse´e est local, au sens ou` il s’exprime sous
la forme d’une inte´grale a` un point. Sa mise a` jour est donc aise´e ; par exemple, dans le
cas d’un milieu de´compose´ en voxels, il suffit d’ajouter a` l’amplitude totale la variation
de la contribution du voxel modifie´. Le spectre de diffusion aux petits angles est donc
obtenu en calculant tout d’abord l’amplitude diffuse´e A (q), puis le carre´ de son module,
qui n’est autre que le spectre cherche´ (cette dernie`re ope´ration e´tant peu couˆteuse). La
me´thode propose´e ici est base´e sur ce principe.
4.3.1.2 Calculs de re´fe´rence
Sauf indication contraire, les calculs expose´s dans les paragraphes qui suivent seront
illustre´s sur des configurations de sphe`res dures monodisperses a` l’e´quilibre thermody-
namique. On peut alors indiffe´remment calculer le spectre de diffusion complet, ou bien
le seul facteur de structure de l’assemble´e de sphe`res.
Les configurations utilise´es ici ont e´te´ obtenues par simulation de Monte-Carlo
(Allen et Tildesley, 1987). Le choix de tels syste`mes tient au fait que le mode`le de Percus
et Yevick (1958) permet d’estimer avec une tre`s bonne approximation le facteur de
structure, et ce jusqu’a` des fractions volumiques f occupe´es par les sphe`res de l’ordre de
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FIG. 4.7: Evolution du parame`tre d’ordre translationnel (4.17) en fonction du nombre de
cycles de la simulation de Monte-Carlo. Apre`s 1000 cycles, la me´moire de la configuration
initiale, re´gulie`re, a e´te´ perdue.
0.3 ; les e´quations mises en jeu sont re´solues analytiquement par Wertheim (1963); Baxter
(1967). Pour des fractions volumiques plus e´leve´es, il est possible d’apporter au mode`le
pre´ce´dent la correction de Verlet et Weis (1972). Cette correction sera syste´matiquement
applique´e, et les re´sultats ainsi obtenus serviront de valeur de comparaison pour les
diffe´rents calculs du spectre de diffusion envisage´s ici.
Les configurations utilise´es sont au nombre de 20 ; elles contiennent toutes 864
particules de diame`tre d unite´, initialement dispose´es en un re´seau cubique a` face
centre´e, pour une fraction volumique f = 0.4. L’e´quilibrage des configurations est
ve´rifie´ en calculant le parame`tre d’ordre translationnel (Verlet, 1967)
1
N
N
∑
α=1
cos (k · xα) , (4.17)
ou` les xα sont les positions des sphe`res, et k =
2π
a (−1, 1,−1), a e´tant la taille de la
maille e´le´mentaire du crystal initial. Ce parame`tre d’ordre vaut un pour un syste`me
solide, et fluctue autour de ze´ro pour un syste`me fluide. En ve´rifiant que pour chacune
des configurations calcule´es, le parame`tre est voisin de ze´ro, on s’assure ainsi que
la me´moire de la configuration initiale, re´gulie`re, a bien e´te´ perdue. En pratique, les
vingt configurations sont obtenues par des simulations de Monte-Carlo inde´pendantes,
chacune e´tant poursuivie pendant mille cycles (un cycle correspond a` une tentative de
de´placement de chaque particule). La figure 4.7 repre´sente l’e´volution du parame`tre
d’ordre translationnel (4.17) en fonction du nombre de cycles.
4.3.1.3 Revue bibliographique des me´thodes existantes
La me´thode de loin la plus employe´e (Hasmy et coll., 1996; Salacuse et coll., 1996a,b;
Moe et Ediger, 1999) pour estimer le spectre de diffusion d’une assemble´e de grains
consiste a` exploiter la relation (4.12). Lorsque tous les grains sont identiques, le calcul
du spectre de diffusion se re´duit en effet au seul calcul du facteur de structure de´fini
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FIG. 4.8: Calcul direct du facteur de structure calcule´ pour les vingt configurations de sphe`res
dures a` l’e´quilibre thermodynamique. L’application de la formule (4.18) (gauche) produit
des oscillations importantes aux faibles valeurs de k, qui sont supprime´es au moyen de la
correction propose´e par Salacuse et coll. (1996a,b). Pour chacun des graphes, le facteur de
structure issu du mode`le de Verlet et Weis (1972) (a) est superpose´ au calcul nume´rique (b).
par (4.11) (le facteur de forme e´tant quant a` lui analytique). Si de plus, la distribution
des centres est isotrope, il est possible de remplacer cette expression vectorielle par sa
moyenne angulaire
S (k) =
1
N
N
∑
α,β=1
sinc (krαβ) , (4.18)
ou` rαβ de´signe la distance se´parant les grainsα et β. L’imple´mentation de ce calcul est
tre`s simple ; sur une boıˆte de simulation de taille finie L, on prendra simplement garde
a` calculer rαβ en image minimale, et a` rejeter toute paire (α,β) telle que rαβ > L/2. La
figure 4.8 (gauche) montre ne´anmoins que l’application directe de cette formule fournit
des re´sultats incorrects aux faibles valeurs de k. Forts de cette constatation, Salacuse
et coll. (1996a,b) proposent la formule modifie´e suivante, tenant compte de l’effet de la
taille finie de la boıˆte de simulation
S (k) =
1
N
N
∑
α,β=1
sinc (krαβ)− 3ρv3c
sin krc − krc cos krc
(krc)
3
,
ou` rc est la longueur de corre´lation maximale prise en compte dans le calcul (rc = L/2),
vc = 4/3πr3c est le volume de la sphe`re correspondante, et ρ = N/ |Ω| est le nombre
de particules par unite´ de volume. Applique´e aux configurations de´crites plus haut,
la correction de Salacuse et coll. conduit a` la courbe repre´sente´e en figure 4.8 (droite).
On constate que l’accord avec la courbe the´orique de Verlet et Weis est excellent. Il faut
toutefois rappeler que cette fac¸on de proce´der pour le calcul du spectre de diffusion n’est
valable que pour une distribution de grains tous identiques. De plus, la mise a` jour de ce
calcul apre`s de´placement d’une particule ne´cessite de conside´rer N − 1 paires, ce qui
peut eˆtre couˆteux.
La ge´ne´ralisation au cas polydisperse du calcul pre´ce´dent a e´te´ propose´e par Frenkel
et coll. (1986), et employe´e largement par exemple par Tomsˇicˇ et coll. (2007b,a). Elle
est base´e sur la formule de l’amplitude diffuse´e par une assemble´e polydisperse de
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particules, qui ge´ne´ralise (4.9)
A (q) = Ae
N
∑
α=1
∆ραvαFα (q) exp (−ıq · xα) ,
ou` Fα (q) de´signe le facteur de forme de la particule α = 1, . . . ,N, vα son volume, et
∆ρα son contraste de densite´ e´lectronique avec la phase non granulaire. L’intensite´
diffuse´e s’e´crit alors simplement comme le carre´ du module de l’amplitude. Frenkel
et coll. sugge`rent de calculer cette amplitude pour des valeurs discre`tes du vecteur
q, correspondant aux sommets du re´seau re´ciproque associe´ a` la boıˆte de simulation
(pe´riodique)
qhkl =
2π
L
(
hex + key + lez
)
. (4.19)
L’intensite´ I (q) est alors calcule´e comme la moyenne arithme´tique des |A (qhkl)|2,
pour tous les qhkl ayant meˆme norme q. Notons que contrairement au calcul de Salacuse
et coll., toutes les particules contenues dans la boıˆte de simulation sont prises en compte
dans le pre´sent calcul. L’application de cette me´thode aux configurations de sphe`res
dures conside´re´es dans le pre´sent paragraphe est illustre´e sur la figure 4.9.
La me´thode de Frenkel et coll. est a` la base de la me´thode ge´ne´rale de calcul d’un
spectre de diffusion propose´e au paragraphe 4.3.2, et ce, pour deux raisons. Premie`rement,
la quasi totalite´ des calculs portant sur l’amplitude de l’onde diffuse´e, la mise a` jour au
cours d’une reconstruction par recuit simule´ est donc simple. Deuxie`mement, cette
me´thode est ge´ne´rale, au sens ou` elle peut traiter indiffe´remment des assemble´es poly-
disperses de particules, des milieux discre´tise´s en voxels, ou meˆme des milieux de´finis
par des champs continus (champs gaussiens corre´le´s par exemple).
Il faut toutefois noter que la me´thode de Frenkel et coll. n’e´limine pas de fac¸on
explicite les effets de bord duˆs a` la taille finie de la boıˆte de simulation ; ceux-ci sont
simplement masque´s dans le pre´sent exemple. On montrera (voir paragraphe 4.3.2) d’une
part que ceci tient au choix tre`s particulier des qhkl , et d’autre part qu’il existe une fac¸on
tre`s simple et ge´ne´rale de traiter ces effets de bords. Toute valeur du vecteur q devient
alors autorise´e, ce qui permet un calcul plus fiable des moyennes angulaires du spectre
aux faibles valeurs de q = |q|. Il faut en effet rappeler que pour q = 2π/L, seules
trois directions sont possibles (ex, ey et ez) dans l’approche de Frenkel et coll., ce qui est
insuffisant en ge´ne´ral pour une estimation pre´cise de la moyenne angulaire I (2π/L).
Par ailleurs, lors d’une reconstruction par recuit simule´e, le calcul du spectre porte
sur une unique configuration. La figure 4.9 (droite) montre le re´sultat du calcul de Frenkel
et coll., applique´ a` l’une seulement des vingt configurations ge´ne´re´es ici. On voit que si le
spectre moyen (figure 4.9, gauche) est tre`s satisfaisant, il n’en va pas de meˆme du spectre
individuel. C’est sur ce proble`me que se concentreront nos efforts au paragraphe 4.3.2.
Pour clore cet inventaire, citons pour me´moire les me´thodes (prohibitivement couˆ-
teuses) d’estimation du spectre de diffusion, base´es sur un calcul pre´alable dans l’espace
re´el, suivi d’un calcul de transforme´e de Fourier.
On peut ainsi penser a` la formule (4.7), pour lequel le calcul pre´alable de la fonc-
tion d’autocorre´lation γ (r) est effectue´ par me´thode de Monte-Carlo (voir figure 4.10,
gauche). Sa transforme´e de Fourier (voir figure 4.10, droite) conduit au spectre cherche´.
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FIG. 4.9: Spectre de diffusion calcule´ par la me´thode de Frenkel et coll. (1986) pour une
assemble´e de sphe`res dures de diame`tre d. A gauche, la courbe repre´sente la moyenne
des spectres obtenus pour les vingt configurations diffe´rentes. A droite est repre´sente´ le
re´sultat du calcul sur une configuration individuelle. Pour chacun des graphes, le facteur de
structure issu du mode`le de Verlet et Weis (1972) (a) est superpose´ au calcul nume´rique (b).
Les oscillations apparaissant aux faibles valeurs de q sont ge´ne´ralement traite´es en intro-
duisant un filtre d’apodisation (Harris, 1978). En effet la fonction γ (r) n’est pas connue
pour r ≥ rc (rc = L/2) ; pour les valeurs supe´rieures a` cette coupure, on admet implicite-
ment que γ (r) est nulle. La discontinuite´ qui en re´sulte (γ, bien que faible, n’e´tant pas
rigoureusement nulle en r = rc) introduit dans le spectre de diffusion des oscillations
aux faibles q. Les filtres d’apodisation ont pour objet de remplacer la discontinuite´ par
une rampe dont la re´gularite´ est fixe´e par l’utilisateur. Bien que l’allure des spectres
obtenus soit alors plus lisse, il est inde´niable que de tels filtres modifient le spectre re´el,
d’une fac¸on qui n’a a` notre connaissance pas e´te´ e´tudie´e dans toute sa ge´ne´ralite´. En effet,
les filtres d’apodisation sont ge´ne´ralement utilise´s pour traiter des spectres de diffraction
(Parker et Tooke, 1997), et l’e´tude des filtres s’est donc naturellement concentre´e sur la
largeur et la localisation des pics apre`s filtrage. Dans le cas qui nous pre´occupe (calcul
du spectre aux tre`s petites valeurs de q), le spectre de diffusion ne pre´sente pas de pic, et
l’expe´rience a montre´ que dans cette zone, l’apodisation n’ame´liorait gue`re la qualite´
des re´sultats.
4.3.2 Calcul du spectre convolue´
4.3.2.1 Approche intuitive
Il a de´ja` e´te´ signale´ au paragraphe pre´ce´dent que les me´thodes existantes pour le
calcul du spectre de diffusion s’effondrent (du moins, aux plus petites valeurs de q acces-
sibles) lorsque le nombre de re´alisations n’est pas assez grand. Les moyennes statistiques
semblent donc jouer un roˆle important pour gommer les fluctuations importantes du
spectre observe´es par exemple sur la figure 4.9 (droite).
Afin de mieux comprendre ce roˆle, il est bon de rappeler les liens entretenus par
le spectre de diffusion et les fluctuations de densite´ (Porod, 1982). Pour comprendre ces
fluctuations, on conside`re un milieu multiphasique, la fraction volumique de la phaseα
e´tant note´e fα. La fraction volumique de la phaseα contenue dans un domaine donne´
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FIG. 4.10: A gauche (b), la fonction d’autocorrelation γ (r) calcule´e pour les vingt configu-
rations de sphe`res dures, de diame`tre d. Une interpolation par spline cubique des points
calcule´s est possible (a). A droite, le facteur de structure issu du mode`le de Verlet et Weis
(1972) (a) est superpose´ a` la transforme´e de fourier de cette fonction d’autocorre´lation (b).
W , centre´ en un point quelconque du milieu, est une variable ale´atoire dont la moyenne
est fα ; son e´cart-type est ge´ne´ralement fini (non-nul), et est en fait lie´ a` l’intensite´ du
spectre de diffusion a` l’origine I (q = 0) (voir par exemple Kanit et coll., 2003, e´quation
(47)).
Dans les calculs pre´ce´dents du spectre de diffusion, c’est la boıˆte de simulation dans
sa totalite´ qui joue le roˆle de la « feneˆtre d’observation » W . La fraction volumique
occupe´e par la phaseα dans cette feneˆtre est donc ge´ne´ralement de´terministe (rigoureuse-
ment e´gale a` fα), et ces calculs ne permettent pas de mettre en e´vidence les fluctuations
de densite´ dans un milieu he´te´roge`ne. Les spectres de diffusion aux petits angles sont
donc faux, au moins pour les plus petites valeurs de q.
Ce constat sugge`re ne´anmoins la me´thode pre´sente´e ici. Au lieu de calculer, comme
le proposent par exemple Frenkel et coll. (1986), l’amplitude A (q) de l’onde diffuse´e par
la totalite´ de la matie`re contenue dans la boıˆte de simulation, on conside`re une feneˆtre
d’observationW plus petite (sa taille maximale sera pre´cise´e plus loin) que celle-ci. On
calcule alors l’amplitude de l’onde diffuse´e par la seule matie`re contenue dansW , et on
re´pe`te cette proce´dure pour diverses position deW dans la boıˆte de simulation (voir
figure 4.11). L’intensite´ du spectre de diffusion s’obtient comme la moyenne quadratique
des amplitudes obtenues pour chaque position deW .
Sans pre´sumer de la validite´ d’une telle approche, on voit qu’elle a au moins le me´rite
de faire apparaıˆtre explicitement les fluctuations de densite´. Le re´sultat de ce calcul n’est
toutefois pas le spectre cherche´, mais sa convolution avec une fonction qu’il est possible
d’e´valuer ; c’est l’objet des paragraphes qui suivent.
4.3.2.2 Formulation mathe´matique
On conside`re une boıˆte de simulation Ω contenant une distribution d’e´lectrons, de
densite´ volumique x 7→ ρ (x). Afin de limiter les effets de bords dans un domaine
d’extension ne´cessairement beaucoup plus faible qu’un e´chantillon re´el, il est courant
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FIG. 4.11: Principe du calcul du spectre de diffusion. Pour chaque position de la feneˆtre glis-
santeW , on calcule l’amplitude, puis l’intensite´ de l’onde diffuse´e par la matie`re strictement
contenue dansW . Le spectre I˜ s’obtient alors en moyennant les intensite´s sur l’ensemble des
positions possibles de la feneˆtre glissante ; ce spectre diffe`re par un produit de convolution
du spectre I.
d’avoir recours a` des conditions aux limites pe´riodiques, la fonction ρ (x) e´tant alors elle-
meˆme pe´riodique dans les trois directions d’espace x, y et z.
Bien que cette hypothe`se ne soit pas centrale dans les de´veloppements qui suivent,
nous admettrons donc que Ω fait l’objet de conditions aux limites pe´riodiques. Afin
d’alle´ger les notations, et sans nuire a` la ge´ne´ralite´ du discours, nous supposerons par
ailleurs que la boıˆte de simulation est cubique, L de´signant la longueur de son coˆte´.
SoitW ⊂ R3 une feneˆtre d’observation, plus petite que le domaine Ω, et contenant
l’origine. La fonction indicatrice de cette feneˆtre est note´e x 7→ w (x). La feneˆtre e´tant
centre´e en un point x ∈ Ω de la boıˆte de simulation, on calcule – par analogie avec la
formule (4.1) – l’amplitude de l’onde diffuse´e par la matie`re contenue dans cette seule
feneˆtre
A˜ (q, x) = Ae
∫
y∈R3
w (y− x)ρ (y) exp (−ıq · y) d3 y, (4.20)
le support de l’inte´grale pre´ce´dente e´tant en fait fini. On propose alors de calculer
l’intensite´ de l’onde diffuse´e comme la moyenne quadratique volumique des amplitudes
pre´ce´dentes lorsque le centre x de la feneˆtreW de´crit la totalite´ de la boıˆte de simulation
Ω
I˜ (q) =
1
|Ω|
∫
x∈Ω
∣∣A˜ (q, x)∣∣2 d3 x. (4.21)
La figure 4.12 repre´sente l’application de la formule pre´ce´dente a` l’une des configu-
rations de sphe`res dures conside´re´es plus haut. La courbe obtenue aux faibles valeurs
de q n’a pas le comportement attendu. Il est facile de montrer qu’on observe en fait dans
cette zone la signature de la feneˆtreW , et pas de son contenu. En effet, supposons que la
densite´ e´lectronique soit uniforme, e´gale a` ρ. En-dehors d’un pic a` l’origine, l’amplitude
de l’onde diffuse´e devrait alors eˆtre nulle, comme le montre la formule (4.1). L’applica-
tion de la formule (4.20)montre que ce n’est pas le cas ; on voit au contraire apparaıˆtre le
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FIG. 4.12: A gauche, application de la formule (4.21) pour une configuration de sphe`res
dures. 512 feneˆtres sphe´riques de rayon R = 0.2L ont e´te´ conside´re´es pour le calcul de la
moyenne volumique, et 80 directions du vecteur q pour le calcul de la moyenne angulaire.
La repre´sentation en e´chelle logarithmique permet de constater qu’aux faibles valeurs de
q, le spectre ainsi calcule´ (b) est domine´ par le facteur de forme (c) de la feneˆtre sphe´rique
(4.22). Ce spectre diffe`re sensiblement du spectre (c) cherche´. En ne conside´rant que les
fluctuations de densite´ e´lectronique, c’est-a`-dire en remplac¸ant l’e´quation (4.20) par (4.23), ce
phe´nome`ne est e´limine´, comme le montre le graphe de droite. Pour autant, le spectre obtenu
(b) n’est pas le spectre cherche´ (a).
facteur de forme Fw de la feneˆtre
A˜ (q, x) = ρ |W| Ae exp (−ıq · x) Fw (q) ,
et l’e´quation (4.21) devient
I˜ (q) = ρ2 |W|2 |Fw (q)|2 . (4.22)
C’est l’origine de l’effet de bord observe´ notamment par (Tomsˇicˇ et coll., 2007a,b).
Leur me´thode d’e´limination des effets de bords est toutefois tre`s complexe, et ne fait
l’objet dans ces travaux ni d’une justification mathe´matique, ni d’un test contre une
configuration de re´fe´rence connue. Il n’est en particulier pas certain que tous les effets
de bords soient effectivement e´limine´s par cette proce´dure.
La formule (4.22) permet de comprendre pourquoi, lors de l’application de lame´thode
de Frenkel et coll. (1986), la signature de la boıˆte de simulation n’est pas observe´e (voir
figure 4.9, gauche). LorsqueW = Ω, on a en effet
Fw (q) = sinc
qxL
2
sinc
qyL
2
sinc
qzL
2
.
Frenkel et coll. recommandent de ne calculer le spectre de diffusion que pour des
valeurs discre`tes qhkl , donne´es par la relation (4.19), du vecteur de transfert q. Pour ces
valeurs, le facteur de forme de la boıˆte de simulation est e´videmment nul
Fw (qhkl) = 0,
et les effets de bord n’apparaissent pas pour ces valeurs particulie`res de q. Ils ne sont
toutefois pas e´limine´s, et cette approche restreint significativement aux faibles normes
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de q le nombre de directions qu’il est possible de conside´rer, en vue par exemple d’un
calcul de moyenne angulaire.
L’e´limination comple`te de ces effets de bords est pourtant simple. Dans le cas d’un
e´chantillon de grande taille, il a e´te´ montre´ qu’on pouvait indiffe´remment (en-dehors
d’un pic a` l’origine) exprimer l’amplitude de l’onde diffuse´e comme la transforme´e de
Fourier de la densite´ e´lectronique ρ (4.1), ou de ses fluctuations η (4.3a). Si l’on remplace
dans l’e´quation (4.20), ρ par η, l’amplitude A˜ (q, x) devient bien nulle lorsque la densite´
e´lectronique est uniforme. On conviendra donc dans ce qui suit de calculer l’amplitude
diffuse´e a` travers la feneˆtre d’observation par la formule
A˜ (q, x) = Ae
∫
y∈R3
w (y− x) η (y) exp (−ıq · y) d3 y, (4.23)
qui remplace (4.20), les fluctuations η e´tant estime´es de la fac¸on suivante
η (x) = ρ (x)− 1|Ω|
∫
y∈Ω
ρ (y) d3 y, (4.24)
c’est-a`-dire que la densite´ e´lectronique moyenne doit eˆtre e´value´e sur la boıˆte comple`te
Ω, et non dans la feneˆtre d’observation couranteW . Il est en effet aise´ de se convaincre
que le spectre obtenu dans le cas contraire est nul en q = 0, ce qui n’est pas correct
physiquement.
L’application des e´quations (4.24), (4.23) et (4.21) conduit finalement au spectre
repre´sente´ sur la figure 4.12 (droite). Les effets de bords ont bien e´te´ e´limine´s aux faibles
valeurs de q, mais le spectre ne correspond pas au spectre the´orique de Verlet et Weis
(1972). Remarquons ne´anmoins que ce calcul a e´te´ effectue´ sur une unique configuration.
La comparaison avec la figure 4.9 (droite) montre que la multiplication des feneˆtres
d’observations permet de re´duire significativement les fluctuations statistiques, ce qui
e´tait l’objectif fixe´.
Il reste a` comprendre en quoi le spectre I˜ (q) diffe`re du spectre re´el I (q). A cet effet,
on re´e´crit l’e´quation (4.23) en tenant compte explicitement de la pe´riodicite´ de la boıˆte
de simulation
A˜ (q, x) = Ae ∑
m∈Z3
∫
y∈Ω
w (y+ Lm− x) η (y) exp [−ıq · (y+ Lm)] d3 y,
ou`m de´signe un triplet d’entiers relatifs. La feneˆtre d’observationW e´tant d’extension
finie, la somme pre´ce´dente comporte en fait un nombre fini de termes. L’intensite´ I˜ (q)
se de´duit alors de (4.21)
I˜ (q) =
Ie
|Ω|
∫
x,y,z∈Ω ∑m,n∈Z3
w (y+ Lm− x)w (z+ Ln− x) η (y) η (z)
exp {−ıq · [y− z+ L (m− n)]} d3 x d3 y d3 z.
On change d’indice dans l’expression pre´ce´dente en posant p = n−m
I˜ (q) =
Ie
|Ω|
∫
x,y,z∈Ω ∑m,p∈Z3
w (y+ Lm− x)w (z+ Lm+ Lp− x) η (y) η (z)
exp {−ıq · [y− z− Lp]} d3 x d3 y d3 z,
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soit, en regroupant
I˜ (q) =
Ie
|Ω|
∫
y,z∈Ω
η (y) η (z) exp [−ıq · (y− z)]
∑
p∈Z3
exp (ıq · Lp) ∑
m∈Z3
∫
x∈Ω
w [y− (x− Lm)]w [z+ Lp− (x− Lm)] d3 x d3 y d3 z.
La relation pre´ce´dente se simplifie en remarquant que lorsque x de´crit Ω, etm de´crit
Z3, le vecteur x− Lm parcourt l’espace complet R3. Ainsi
∑
m∈Z3
∫
x∈Ω
w [y− (x− Lm)]w [z+ Lp− (x− Lm)] d3 x
=
∫
x∈R3
w (y− x)w (z+ Lp− x) d3 x,
et, par changement de variable∫
x∈R3
w (y− x)w (z+ Lp− x) d3 x =
∫
x∈R3
w (x)w [x+ (z+ Lp− y)] d3 x,
cette dernie`re inte´grale correspondant au volume de l’intersection de deux feneˆtresW
se´pare´es de z+ Lp− y. Ceci sugge`re de de´finir γw
γw (r) =
1
|W|
∫
x∈R3
w (x)w (x+ r) d3 x,
qui n’est autre que l’analogue (pour un domaine isole´) de la fonction d’autocorre´lation
normalise´e introduite par Debye et coll. (1957). En rassemblant les re´sultats pre´ce´dents,
on obtient
I˜ (q) = Ie
|W|
|Ω|
∫
y,z∈Ω
η (y) η (z) exp [−ıq · (y− z)]
∑
p∈Z3
exp (ıq · Lp)γw (z− y+ Lp) d3 y d3 z.
Du fait de la pe´riodicite´ de η, on a η (z) = η (z+ Lp) ; par ailleurs, lorsque z de´crit
Ω, et p de´crit Z3, z+ Lp parcourt R3. L’expression pre´ce´dente se re´duit donc a`
I˜ (q) = Ie
|W|
|Ω|
∫
y∈Ω
η (y) exp (−ıq · y)
∫
z∈R3
η (z)γw (z− y) exp (ıq · z) d3 z d3 y,
soit, en posant r = z− y
I˜ (q) = Ie
|W|
|Ω|
∫
y∈Ω
∫
r∈R3
η (y) η (y+ r)γw (r) exp (ıq · r) d3 r d3 y.
Par analogie avec la de´finition (4.2) valable pour unmilieu statistiquement homoge`ne
(infini), on peut introduire, Ω e´tant fixe´, la fonction d’autocorre´lation de Debye et coll.
(1957)
γ (r;Ω) =
1
η2
1
|Ω|
∫
x∈Ω
η (x) η (x+ r) d3 x,
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les quantite´s surligne´es de´signant des moyennes volumiques (prises sur Ω). De la sorte,
on obtient l’expression suivante pour I˜ (q)
I˜ (q) = Ie |W| η2
∫
r∈R3
γ (r;Ω)γw (r) exp (ıq · r) d3 r.
Pour une cellule de base Ω suffisamment grande, la fonction d’autocorre´lation
γ (r;Ω) peut eˆtre confondue avec celle du milieu infini, γ (r), et la moyenne volumique
η2 avec la moyenne d’ensemble 〈η2〉
I˜ (q) = Ie |W| 〈η2〉
∫
r∈R3
γ (r)γw (r) exp (ıq · r) d3 r, (4.25)
soit, dans l’espace re´ciproque
I˜ (q) =
Ie |W| 〈η2〉
(2π)3
∫
p∈R3
γˆw (q− p) γˆ (p) d3 p.
(ou` il a e´te´ tenu compte de ce que les transforme´es de Fourier de γ et γw sont re´elles).
D’apre`s (4.3b), on reconnaıˆt dans Ie |W| 〈η2〉γˆ (q) l’expression du spectre de diffusion
I (q) cherche´
I˜ (q) =
1
(2π)3
∫
p∈R3
γˆw (q− p) I (p) d3 p. (4.26)
Cette relation e´tablit le lien entre le spectre de diffusion I˜ (q) calcule´ par la me´thode
propose´e ici, et le spectre re´el I (q), cherche´. Comme le laissait pre´sager la figure 4.12
(droite), ces deux spectres sont en ge´ne´ral diffe´rents, la relation pre´ce´dente faisant
explicitement intervenir la forme et la taille de la feneˆtre d’observationW , dont le choix
est guide´ par les syme´tries e´ventuelles du spectre recherche´. Dans ce qui suit, deux choix
possibles pour la forme de la feneˆtreW sont de´taille´s.
4.3.2.3 Calcul du spectre de diffusion isotrope — feneˆtre sphe´rique
Que le milieu e´tudie´ soit statistiquement isotrope ou non, il est licite de calculer la
moyenne isotrope du spectre de diffusion, c’est-a`-dire la grandeur suivante
I (q) =
1
4π
∫
|n|=1
I (qn) d2 n.
L’objet du pre´sent paragraphe est de montrer que le choix d’une feneˆtre d’observation
W sphe´rique permet de relier directement la moyenne isotrope I (q) du spectre re´el a` la
moyenne isotrope I˜ (q) du spectre calcule´ par la me´thode propose´e ci-dessus. Pour cela,
on e´value la moyenne angulaire de la relation (4.26)
I˜ (q) =
1
4π
∫
|n|=1
1
(2π)3
∫
p∈R3
γˆw (qn− p) I (p) d3 p d2 n. (4.27)
Les calculs, de´taille´s en annexe F.2.1, ne pre´sentent pas de difficulte´, et conduisent
finalement aux expressions
qI˜ (q) =
∫ +∞
0
[k (q− p; R)− k (q + p; R)] pI (p) d p, (4.28)
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FIG. 4.13: Noyau de convolution (4.29) pour le calcul du spectre isotrope I˜ (q). La
de´croissance a` l’infini de ce noyau est lente.
en introduisant le noyau de convolution
k (q; R) =
6R
π
ϕ (2Rq) , ϕ (x) =
1+ x2/2− cos x− x sin x
x4
. (4.29)
Les e´quations (4.28) et (4.29) de´finissent le lien entre le spectre re´el (domaine infini)
I (q) et le spectre I˜ (q) calcule´ par la pre´sente me´thode. On passe de l’un a` l’autre par un
produit de convolution avec une fonction (voir figure 4.13) qui, bien que concentre´e a`
l’origine, a une porte´e infinie (de´croissance en x−2). Ce produit de convolution explique
l’« e´talement » du pic observe´ sur la figure 4.12 (droite).
Plus pre´cise´ment, le spectre I (q) e´tant donne´ par le mode`le de Verlet et Weis (1972),
on peut calculer par (4.28) le spectre I˜ (q) attendu, et le comparer au spectre effectivement
calcule´ sur une unique configuration de sphe`res dures a` l’e´quilibre thermodynamique.
Les re´sultats de ce calcul sont pre´sente´s sur la figure 4.14, dans laquelle l’excellent accord
entre les spectres the´orique et calcule´ confirme la validite´ de la me´thode pre´sente´e ici.
Notons pour clore ce paragraphe que l’expression (4.28) n’est pas applicable a` l’ori-
gine (q = 0). Ne´anmoins, un de´veloppement limite´ a` l’ordre 1 en q permet d’obtenir
I˜ (0) = −2
∫ +∞
0
∂1k (p; R) pI (p) dp.
L’expe´rience montre que cette formule se preˆte mal a` un calcul nume´rique (la
convergence de l’inte´grale en fonction de la borne supe´rieure du domaine d’inte´gration,
ne´cessairement finie, est tre`s lente), et on pre´fe`rera calculer I˜ (0) par extrapolation qua-
dratique (puisque d I˜d q = 0 a` l’origine) a` partir de deux valeurs de q proches de 0, mais
non nulles. En pratique, la formule imple´mente´e est la suivante
I˜ (0) ≃ 1
3
[
4 I˜
(ǫ
R
)
− I˜
( ǫ
2R
)]
,
ou` les valeurs du spectre I˜ apparaissant dans le membre de droite sont calcule´es par la
formule (4.28), ǫ de´signant une valeur nume´rique « petite ».
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FIG. 4.14: Dans les graphes ci-dessus, les e´quations (4.28) et (4.29) ont e´te´ applique´es au
mode`le de Verlet et Weis (1972) (a). La courbe (b) re´sultant de ce produit de convolution est
en excellent accord avec le calcul nume´rique (c) sur une unique configuration, tant pour la
localisation du pic (a` gauche, e´chelle line´aire), que pour les oscillations aux grandes valeurs
de q (a` droite, e´chelle logarithmique). Ceci valide l’approche the´orique pre´sente´e ici.
4.3.2.4 Calcul du spectre de diffusion isotrope transverse — feneˆtre cylindrique
Le calcul pre´ce´dent peut eˆtre re´pe´te´ pour e´valuer maintenant la moyenne isotrope
transverse du spectre de diffusion, c’est-a`-dire l’inte´grale
I (qr, qz) =
1
2π
∫ 2π
0
I
(
qr cosθex + qr sinθey + qzez
)
dθ,
ou` ez de´signe la direction d’anisotropie, et qr, qz les coordonne´es cylindriques du vecteur
q dans la base cylindrique d’axe ez. La` encore, un choix adapte´ de la forme de la feneˆtre
W permet d’e´tablir une relation directe entre les moyennes isotropes transverses des
spectres re´el et calcule´. Il faut bien entendu conside´rer une feneˆtre cylindrique, de rayon
R, de hauteur H et d’axe ez. De´finissant de la meˆme fac¸on que pour le spectre re´el, la
moyenne isotrope transverse du spectre de calcul
I˜ (qr, qz) =
1
2π
∫ 2π
0
I˜
(
qr cosθex + qr sinθey + qzez
)
dθ, (4.30)
on obtient tous calculs faits (voir annexe F.2.3) la relation suivante entre les spectres de
diffusion re´el et calcule´
I˜ (qr, qz) =
4R2
π
∫
pz∈R
∫
pr≥0
pr I (pr, pz)
2 {1− cos [(qz − pz) H]}
[(qz − pz) H]2∫ 1
0
x
(
1− 2
π
asin x− 2
π
x
√
1− x2
)
J0 (2prRx) J0 (2qrRx) d x d pr d pz. (4.31)
L’expression pre´ce´dente est plus complexe que (4.28), et ne se met pas a` notre connais-
sance sous la forme d’un produit de convolution simple. Elle n’a pas e´te´ utilise´e dans la
suite de ce travail.
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4.3.2.5 Convergence pour une feneˆtre infiniment grande
Il est facile de montrer que lorsque la feneˆtre W devient tre`s grande, le spectre
I˜ (q) calcule´ tend vers le spectre I (q) re´el. Il faut toutefois preˆter attention au fait que
l’intensite´ du spectre I (q), telle que de´finie par exemple par (4.3b), est une grandeur
extensive ; c’est le rapport I (q) / |Ω| qui admet une limite finie lorsque le volume de
l’e´chantillon devient infiniment grand.
Pour e´tudier la limite thermodynamique du spectre I˜ (q), on conside`re ici une feneˆtre
W donne´e, a` laquelle on fait subir une homothe´tie de rapport λ. Le spectre calcule´ au
moyen de cette nouvelle feneˆtre, soit I˜λ (q) se de´duit alors de l’expression (4.25)
I˜λ (q)
λ3 |W| = Ie〈η
2〉
∫
p∈R3
γ (r)γw
( r
λ
)
exp (ıq · r) d3 r.
L’inte´grande est borne´e par la fonction γ (r), qui est inte´grable. Par ailleurs, lorsque
λ → +∞, γw (r/λ) → γw (0) = 1. Le the´ore`me de convergence domine´e de Lebesgue
s’applique donc, et
I˜λ (q)
λ3 |W| → Ie〈η
2〉
∫
p∈R3
γ (r) exp (ıq · r) d3 r = Ie〈η2〉γˆ (q) ,
ce qui montre que pour des feneˆtres suffisamment grandes, le spectre calcule´ est
confondu avec le spectre re´el.
4.3.2.6 Taille maximale de la feneˆtre
W e´tant de forme quelconque, soit D son diame`tre (c’est-a`-dire sa plus grande
dimension). Afin d’e´viter de corre´ler un point (ou un grain) avec son image pe´riodique,
on limite ge´ne´ralement D a` L (L e´tant la taille de la boıˆte de simulation) pour calculer
une fonction de corre´lation a` deux points (resp. une fonction de distribution de paires).
Ce crite`re a e´te´ initialement invoque´ pour le calcul du spectre de diffusion ; d’importants
artefacts avaient alors e´te´ observe´s aux faibles valeurs de q.
La raison apparaıˆt clairement en se reportant a` la formule (4.25). A priori, pour toutes
les valeurs de r telles que |r| ≤ D, γw (r) est susceptible d’eˆtre non-nul. L’inte´grale (4.25)
explore donc les distances de corre´lation jusqu’a` D. Si l’on conside`re qu’une boıˆte de
simulation ne donne acce´s qu’aux longueurs de corre´lation infe´rieures ou e´gales a` la
moitie´ de sa taille, on doit donc limiter le diame`tre de la feneˆtre de la fac¸on suivante
D < L/2.
Ainsi, une feneˆtre sphe´rique doit avoir un rayon maximal e´gal au quart de la taille de
la boıˆte, et non a` la moitie´, comme on aurait tendance – un peu haˆtivement – a` l’imaginer.
4.3.2.7 Lien avec la me´thode des pe´riodogrammes
Nous avons constate´ apre`s la mise au point de la me´thode pre´sente´e dans les para-
graphes pre´ce´dents que son esprit e´tait tre`s proche de la me´thode dite des pe´riodogrammes,
propose´e par Welch (1967) pour estimer le spectre de puissance d’un signal digital. Il
s’agit de la version unidimensionnelle de la me´thode pre´sente´e ici, dans laquelle le
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signal n’est plus suppose´ pe´riodique, mais statistiquement homoge`ne. Dans ce cas, la
relation (4.26) (dont l’analogue discret, unidimensionnel est pre´sente´e par Welch) n’est
rigoureusement exacte que pour des feneˆtres de taille grande.
De plus, Welch n’inverse pas l’e´quation (4.26) pour remonter au spectre I (q) re´el. Au
contraire, il propose de limiter le biais introduit par la relation (4.26) au moyen de filtres
d’apodisation. Dans le pre´sent expose´, le point de vue est plus ge´ne´ral, puisque le signal
est multidimensionnel, et continu. De plus, des me´thodes permettant la de´convolution
de l’estimation I˜ (q) sont propose´es au paragraphe suivant.
4.3.3 De´convolution du spectre
4.3.3.1 Position du proble`me
La technique pre´sente´e au paragraphe pre´ce´dent permet d’e´tablir une estimation du
spectre de diffusion aux petits angles d’une unique configuration. Il a e´te´ montre´ que
le spectre correspondant pre´sentait moins de fluctuations statistiques, auxquelles les
me´thodes classiques sont particulie`rement sensibles lorsqu’elles sont applique´es a` un
nombre trop faible de configurations.
L’estimateur du spectre de diffusion est toutefois biaise´, au sens ou` il ne donne pas
acce´s directement au spectre de diffusion I (q), mais a` son produit de convolution I˜ (q)
par le noyau γˆw (4.26)
I˜ (q) =
1
(2π)3
∫
p∈R3
γˆw (q− p) I (p) d3 p.
I˜ (q) e´tant de´termine´, il est naturel de chercher a` remonter au spectre re´el I (q), c’est-
a`-dire a` de´convoluer la fonction I˜ (q). Notons de´s a` pre´sent qu’en prenant la transforme´e
de Fourier inverse de la relation pre´ce´dente, on obtient
F−1[ I˜] (x) = γw (x)F−1[I] (x) . (4.32)
La transforme´e de Fourier inverse du spectre I (q) cherche´ est donc de´termine´e de
fac¸on unique du moment que γw n’est pas nulle. Malheureusement, la feneˆtre d’obser-
vationW e´tant d’extension finie, la fonction d’autocorre´lation γw est a` support compact,
et le spectre I (q) n’est donc pas de´termine´ de fac¸on unique par la relation (4.26).
C’est un proble`me bien connu en optique (Bertero et Boccacci, 2005), ou` la fonc-
tion de transfert du syste`me optique est bien souvent un filtre passe-bas : les plus
hautes fre´quences de l’objet observe´ ne sont alors pas observables sur l’image. Meˆme la
contrainte de positivite´ qui s’impose tant a` une image dans l’espace re´el, qu’a` un spectre
de diffusion dans l’espace de Fourier, et qui re´duit l’espace des solutions, ne suffit pas a`
assurer son unicite´.
On devra donc se re´soudre a` ne pas chercher la solution au proble`me (4.26), mais
la solution « la plus raisonnable ». La relation (4.32)montre que toutes les solutions se
de´duisent de la solution cherche´e en ajoutant a` celle-ci la transforme´e de Fourier d’une
fonction nulle dans le support de γw (dans l’espace direct). Les solutions non de´sire´es
sont donc fortement oscillantes dans l’espace re´ciproque ; parmi toutes ces solutions, on
s’efforcera de se´lectionner celle qui oscille le moins, sans que l’on puisse toutefois assurer
qu’il s’agit bien de la solution cherche´e. On le voit, on cherche donc a` re´duire l’espace
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des solutions a` un point en contraignant le syste`me par l’introduction d’informations
supple´mentaires, connues a priori.
On se restreindra dans ce paragraphe a` la de´convolution de la moyenne isotrope du
spectre, la feneˆtreW e´tant une sphe`re de rayon R. En comple´tant par parite´ les fonctions
q 7→ I (q) et q 7→ I˜ (q), on ve´rifie aise´ment que la relation (4.28) se met sous la forme
d’un simple produit de convolution unidimensionnel
qI˜ (q) =
∫ +∞
−∞
k (q− p) pI (p) d p, (4.33)
le noyau k e´tant de´fini par les relations (4.29). De´terminer I (q) a` partir de la donne´e
de I˜ (q) consiste a` re´soudre une e´quation de Fredholm de premie`re espe`ce (avec noyau
invariant par translation). La litte´rature concernant ce type de proble`mes est abondante
(Biraud, 1976; Hansen, 2002; Bertero et Boccacci, 2005).
Une me´thode nume´rique permettant de de´duire du spectre de diffusion I˜ (q) calcule´
au travers d’une feneˆtreW , le spectre de diffusion re´el I (q), est pre´sente´e dans ce qui
suit. Le spectre I˜ (q) e´tant issu d’un calcul nume´rique, il est donc ne´cessairement calcule´
en un nombre m fini de points q˜1, . . . , q˜m, que l’on appellera points de mesure.
4.3.3.2 De´convolution par la me´thode des moindres carre´s
Lesme´thodes permettant de de´terminer une solution approche´e a` l’e´quation inte´grale
(4.33) sont nombreuses (Hansen, 2002). Dans un premier temps, il s’agit de discre´tiser le
proble`me continu, afin de le ramener a` l’inversion d’un syste`me line´aire. La discre´tisation
provient d’une part du fait que l’e´galite´ (4.28) n’est ve´rifie´e qu’en un nombre fini de
points q˜1, . . . , q˜m, et d’autre part, du choix d’une me´thode nume´rique de quadrature
permettant l’e´valuation du produit de convolution. Pour une utilisation de la me´thode
de Gauss par exemple, les inconnues sont les valeurs de I (q) aux points de Gauss. Dans
ce travail, la discre´tisation est obtenue par une repre´sentation particulie`re du spectre
cherche´, sous la forme
I (q) =
n
∑
j=1
x jN j (q) ,
ou` N1, . . . ,Nn sont n fonctions de forme a` support inclus dans [0;+∞[, choisies a` priori,
et les x j sont les parame`tres du mode`le, a` de´terminer. Ecrivant l’e´galite´ (4.28) en chaque
point q˜1, . . . , q˜m (on parle de collocation), on obtient les m e´quations
I˜ (q˜i) =
n
∑
j=1
Ai jx j, (i = 1, . . . ,m),
ou` les coefficients Ai j correspondent aux inte´grales (e´value´es nume´riquement)
Ai j =
1
q˜i
∫ +∞
0
[k (q˜i − p; R)− k (q˜i + p; R)] pN j (p) d p, (4.34)
les pre´cautions expose´es plus haut e´tant prises pour q˜i = 0. Introduisant les notations
x = (x1, . . . , xn)
T , b = (b1, . . . , bm)
T , bi = q˜i I˜ (q˜i) ,
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on est donc amene´ a` conside´rer le syste`me line´aire Ax = b. Bien entendu, on ne cherchera
pas a` re´soudre ce syste`me exactement, mais seulement a` l’inverser au sens des moindres
carre´s ; en d’autres termes, il s’agit d’inverser les e´quations dites normales
ATAx = ATb, (4.35)
Sous cette forme, la me´thode de de´convolution est ge´ne´rale, et ne de´pend pas de la
nature exacte des fonctions de forme Ni. Il est alors tentant d’utiliser des fonctions de
forme les plus riches possibles (quadratiques, cubiques, etc. . . ). On montrera toutefois
ci-dessous que des fonctions de formes affines constituent en fait le meilleur choix ; ceci
est tre`s lie´ a` l’absence d’unicite´ de la solution au proble`me pose´. Dans ce qui suit, les
fonctions de forme N j sont choisies de fac¸on a` ce que les parame`tres x j correspondent
aux valeurs de I (q) (et de sa de´rive´e) aux points de controˆle q1, . . . , qn (pas ne´cessairement
confondus avec les points de mesure).
La de´convolution est effectue´e sur un domaine borne´, ce qui est justifie´ par le fait
que I˜ (q) n’est lui-meˆme calcule´ que pour un nombre fini de valeurs. Par ailleurs, les
fonctions de formes ont toutes un support compact, ce qui en facilite l’inte´gration pour
le calcul des Ai j. La matrice A e´tant calcule´e une seule fois, quel que soit le nombre de
spectres a` de´convoluer, on peut, sans que le couˆt CPU soit trop e´leve´, utiliser un sche´ma
d’inte´gration de grande pre´cision (me´thode de Simpson pour ce travail) pour calculer
les expressions 4.34.
4.3.3.3 De´convolution sous la forme d’une fonction affine par morceaux
A titre d’illustration et validation, la me´thode ge´ne´rale pre´sente´e ci-dessus est ap-
plique´e au spectre I˜ (q) obtenu a` partir du mode`le de Verlet et Weis (1972). Notons qu’il
s’agit dans un premier temps d’un calcul en l’absence de tout bruit, au sens ou` le spectre
convolue´ I˜ (q) est de´duit par inte´gration nume´rique (4.28) du spectre I (q), lui-meˆme
de´fini de fac¸on quasi-analytique par Verlet et Weis (1972). Notons de plus que, du fait de
la pre´sence d’un pic (voir figure 4.14), la de´convolution de ce spectre est un proble`me
difficile.
Le rayon R de la feneˆtre sphe´riqueW est pris e´gal a` 0.2L, ou` L est la taille de la boıˆte
de simulation conside´re´e jusqu’a` pre´sent (choisie de sorte que 864 sphe`res occupent une
fraction volumique f = 0.4).
Il est naturel de rechercher le spectre de´convolue´ sous la forme d’une fonction affine
par morceaux, auquel cas les fonctions de forme s’e´crivent
N j (q) =


(
q− q j−1
)
/
(
q j − q j−1
)
si q j−1 ≤ q ≤ q j,(
q j+1 − q
)
/
(
q j+1 − q j
)
si q j ≤ q ≤ q j+1,
0 sinon,
(4.36)
les parame`tres x j correspondant alors aux valeurs I
(
q j
)
du spectre de´convolue´ aux
points de controˆle q j.
Le spectre convolue´ I˜ (q) est mesure´ en m = 51 points points de mesure q˜1, . . . , q˜m,
re´partis uniforme´ment dans l’intervalle 0 ≤ qd ≤ 25. Dans un premier temps, les points
de controˆle q j sont choisis e´gaux aux points q˜i. Bien que le nombre d’inconnues soit
alors e´gal au nombre d’observations, l’inversion de la matrice syme´trique positive ATA
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FIG. 4.15: De´convolution du spectre de Verlet et Weis (1972) par la me´thode des moindres
carre´s sans re´gularisation, mais avec redondance des observations. La courbe (a) corres-
pond au spectre cherche´, tandis que la solution obtenue est repre´sente´e par la courbe (b) ;
l’agrandissement correspond aux deuxie`me et troisie`me lobes.
e´choue. Ceci n’est pas surprenant, puisque le proble`me continu dont la discre´tisation
conduit a` la matrice A n’admet pas une solution unique.
La situation s’ame´liore quelque peu lorsque l’on diminue le nombre de points de
controˆles (le syste`me devenant alors surde´termine´). Ainsi, pour m = 51, et n = 26, on
obtient le graphe de la figure 4.15. Comme attendu, le spectre de´convolue´ pre´sente
ne´anmoins d’importantes oscillations aux bas q, ce qui signifie simplement que la
me´thode des moindres carre´s a se´lectionne´ une solution qui n’est pas la solution de´sire´e.
Re´duire le nombre de parame`tres semble toutefois constituer une piste inte´ressante.
En effet, l’interpolation e´tant line´aire entre deux points de controˆle, les oscillations
dont la pe´riode est plus petite que le pas de discre´tisation sont naturellement coupe´es.
On comprend, au moins intuitivement, pourquoi le proble`me devient soluble sans
e´quivoque (de´s lors que ce pas est suffisamment grand).
On a ainsi re´gularise´ le proble`me initial, en interdisant a` la solution d’osciller sur des
pe´riodes trop faibles. Il est important de remarquer que ceci constitue une contrainte de
re´gularite´ ajoute´e a priori a` la solution cherche´e, sans que rien ne permette de justifier ce
choix (puisque l’ope´rateur permettant de passer de I (q) a` I˜ (q) est un filtre passe-bas).
De ce point de vue, la limitation du nombre de points de controˆle est tre`s voisine des
me´thodes dites de re´gularisation, a` ceci pre`s que pour ces dernie`res, le crite`re de re´gularite´
est explicite (Hansen, 2002), alors qu’il est implicite dans l’approche pre´sente´e ici.
Toutes les me´thodes de re´gularisation d’un proble`me mal pose´ ont en commun
de reposer sur le choix (arbitraire) d’au moins un parame`tre, la difficulte´ e´tant de
proposer des crite`res aussi objectifs que possible pour la de´termination de ces parame`tres
de re´gularisation (Hansen, 1992; Hansen et O’Leary, 1993). L’approche adopte´e ici
n’e´chappe pas a` cette re`gle, puisque le parame`tre de re´gularisation n’est autre que le
nombre n de points de controˆle (c’est-a`-dire le pas de discre´tisation de la solution).
Bien entendu, le fait que le contenu « fre´quentiel » (du point de vue du spectre de
diffusion, l’espace des fre´quences est l’espace re´el, des r !) du spectre convolue´ I˜ (q) soit
borne´ e´voque irre´sistiblement le the´ore`me de Shannon. De´s lors, le pas de discre´tisation
∆q est lie´ a` la fre´quence de Nyquist 2π/(2R) (ou` R est le rayon de la feneˆtre W). En
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d’autres termes, on choisira le nombre n de points de controˆle de fac¸on a` ce que
qmax
n− 1 ≤
π
R
<
qmax
n
, (4.37)
ou` qmax repre´sente la plus grande valeur de q pour laquelle le spectre convolue´ I˜ (q)
est calcule´ (soit qmax = q˜m). Pour l’exemple conside´re´ ici, ce crite`re conduit a` n =
17. La donne´e des fonctions de forme (4.36) et du crite`re (4.37) de´finissent presque
inte´gralement la me´thode de de´convolution utilise´e ici, a` deux ame´liorations pre`s.
Premie`rement, le spectre I (q) e´tant positif, on proce`de a` la minimisation sous contrainte
suivante
argmin |Ax− b|2 , sous la contrainte x ≥ 0,
au lieu de re´soudre directement les e´quations normales (4.35). Il s’agit d’un proble`me
de programmation quadratique classique, re´solu ici par la me´thode du gradient projete´
(Luenberger, 2003).
La deuxie`me modification apporte´e au sche´ma de base concerne le comportement a`
l’origine du spectre de´convolue´ I (q). La figure 4.15montre que les oscillations inde´sirables
sont particulie`rement marque´es pre`s de q = 0. Or, on dispose dans cette zone d’une
information importante et pas encore exploite´e. Par une de´monstration en tous points
semblable a` celle de la formule de Guinier (4.13), on montre en effet que la de´rive´e
a` l’origine du spectre I (q) est nulle. Au voisinage de l’origine, le spectre a donc un
comportement quadratique de la forme
I (q) = I0 +αq
2 +O
(
q2
)
, q→ 0+ .
Ce type de comportement n’est pas compatible avec l’interpolation affine par mor-
ceaux (4.36) retenue ici. Ces remarques conduisent naturellement a` modifier les fonctions
de forme N1 et N2, lorsque le premier point de controˆle correspond a` l’origine (q1 = 0).
Les fonctions de forme finalement adopte´es dans cette zone sont
N1 (q) =
{(
q22 − q2
)
/
(
q22 − q21
)
si q1 ≤ q ≤ q2,
0 sinon,
et
N2 (q) =


(
q2 − q21
)
/
(
q22 − q21
)
si q1 ≤ q ≤ q2,
(q3 − q) / (q3 − q2) si q2 ≤ q ≤ q3,
0 sinon,
les autres fonctions de forme (N3,N4, . . . ) e´tant inchange´es.
La figure 4.16 (gauche) repre´sente les re´sultats du calcul de´crit dans ce paragraphe,
pour le spectre de Verlet et Weis (1972). Par rapport a` la figure 4.15, l’ame´lioration est
notable.
Avant de conclure ce paragraphe, il est bon de s’inte´resser a` la robustesse du calcul
pre´ce´dent. Il est bien connu en effet (Bertero et Boccacci, 2005) que les proble`mes de
de´convolution du type (4.26) sont mal pose´s. Un proble`me est dit bien pose´ au sens
d’Hadamard si les trois conditions sont remplies : i. une solution existe, ii. elle est
unique et iii. de´pend de fac¸on continue des donne´es (pour une topologie a` pre´ciser). La
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FIG. 4.16: A gauche, de´convolution du spectre de Verlet et Weis (1972) en limitant le nombre
de points de controˆle a` l’aide du the´ore`me de Shannon. La courbe (a) correspond au spectre
cherche´, tandis que la solution obtenue est repre´sente´e par la courbe (b) ; l’agrandissement
correspond aux deuxie`me et troisie`me lobes. A droite, les valeurs singulie`res de la matrice
A ne tendent pas vers ze´ro, ce qui assure la stabilite´ (au bruit) du calcul.
dernie`re condition exprime la stabilite´ de l’inversion. Elle est capitale pour la re´solution
de proble`mes physiques, les mesures e´tant alors entaˆche´es de bruit qui ne doit pas
eˆtre amplifie´ par l’inversion du produit de convolution. La topologie dans laquelle le
proble`me est stable doit donc eˆtre re´aliste du point de vue des conditions expe´rimentales
(Sabatier, 2000). Compte-tenu de ce qui pre´ce`de, on sait que la condition ii. est viole´e ; la
re´gularisation propose´e ici permet toutefois de contourner le proble`me.
Il reste donc a` e´tudier le point iii., c’est-a`-dire a` comprendre comment le bruit affectant
la mesure du spectre I˜ (q) est transmis au spectre I (q) de´convolue´. A cet effet, on
de´compose la matrice A en valeurs singulie`res (Hanson, 1971; Varah, 1973)
A = UΣVT ,
ou` les matrices U et V sont orthogonales (UTU = I, VTV = I) et les seuls coefficients
non-nuls de la matrice Σ sont situe´s sur sa diagonale. A et Σ ont meˆme dimensions
(m× n, avec m ≥ n), et U (resp. V) est de dimensions m×m (resp. n× n). Le syste`me
d’e´quations normales (4.35) devient alors
Σ
T
ΣVTx = ΣUTb.
Notant ui les vecteurs colonnes de U, v j les vecteurs colonnes de V et σ j les valeurs
singulie`res de A (coefficients diagonaux), on obtient
σ2j v
T
j x = σ ju
T
j b, j = 1, . . . , n,
les σ j e´tant range´s par valeur de´croissante. Pour que A
TA soit inversible, il faut que
toutes les valeurs singulie`res de A soient non-nulles, auquel cas (les v j formant une base
orthonorme´e)
x =
n
∑
j=1
uTj b
σ j
v j. (4.38)
Cette expression montre que si la matrice A est mal-conditionne´e (comme c’est le cas
des matrices re´sultant ge´ne´ralement de la discre´tisation d’un proble`me mal-pose´), alors
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σ1/σn est grand. Certaines composantes (dans la base {v j}) de x seront donc grandes, et
le bruit affectant la mesure b peut eˆtre significativement amplifie´.
Dans le cas pre´sent, le spectre des valeurs singulie`res de la matrice A est repre´sente´
sur la figure 4.16 (droite). On constate que toutes les valeurs singulie`res sont borne´es
infe´rieurement : aucun proble`me d’instabilite´ n’est anticipe´. La re´gularisation (implicite)
propose´e ici a donc suffit a` stabiliser le calcul.
En re´sume´, le proble`me de la de´termination du spectre I (q) re´el a` partir du spectre
calcule´ I˜ (q) est mal pose´. La recherche d’une solution sous la forme d’une fonction
affine par morceaux, discre´tise´e a` une fre´quence compatible avec le the´ore`me de Shan-
non constitue une re´gularisation implicite du proble`me inverse conside´re´. Moyennant
quelques ame´liorations permettant de prendre en compte explicitement la positivite´ du
spectre cherche´, ainsi que son comportement quadratique a` l’origine, la me´thode de
de´convolution propose´e conduit (sur un spectre complexe) a` une solution satisfaisante.
Celle-ci n’est toutefois pas parfaite : si le pic est bien localise´, sa hauteur est surestime´e.
De plus, une impre´cision demeure quant a` la valeur a` l’origine du spectre. Ceci n’est
pas surprenant, puisque q = 0 correspond aux tre`s grandes distances de corre´lation,
inaccessibles au calcul (le rayon de la feneˆtre sphe´riqueW e´tant ne´cessairement fini).
4.3.3.4 De´convolution sous la forme d’une fonction quadratique par morceaux
On constate sur la courbe de la figure 4.16 (gauche) que, compare´e a` la solution
recherche´e, la solution affine par morceaux est trop « rigide », au sens ou` la courbe re´elle
oscille autour de la courbe affine par morceaux.
Ceci sugge`re d’utiliser des fonctions de forme plus riches, permettant a` la courbure
du spectre de´convolue´ d’eˆtre non-nulle entre deux points de controˆle. Le choix de
fonctions de forme cubiques s’impose alors naturellement, puisqu’il permet d’associer a`
chaque point de controˆle les valeurs du spectre et de sa de´rive´e.
Toutefois, il a e´te´ montre´ au paragraphe pre´ce´dent que la surde´termination du syste`me
(4.35) e´tait la clef de sa re´gularisation. Il faut donc prendre garde, lorsqu’on enrichit
les fonctions de forme, a` ne pas introduire trop de degre´s de liberte´ dans le mode`le
du spectre de´convolue´. Lorsque les fonctions de forme sont cubiques, chaque point
de controˆle est associe´ a` deux parame`tre du spectre de´convolue´ (valeur et pente) : on
pourrait donc conside´rer deux fois moins de points de controˆle que lorsque des fonctions
de formes affines sont utilise´es. L’expe´rience montre qu’alors le pas de discre´tisation
est trop grand pour permettre une bonne repre´sentation de la solution. Clairement, les
fonctions de forme cubiques ne constituent pas un bon choix.
A l’inverse, on remarque qu’on peut, sans introduire de nouveau degre´ de liberte´, de´cider
de repre´senter le spectre de´convolue´ par une fonction continue et continuˆment de´rivable,
quadratique par morceaux. Pour de´nombrer les degre´s de liberte´ ne´cessaires, il suffit de
constater que la de´rive´e du spectre est alors continue, affine par morceaux (n parame`tres),
nulle a` l’origine (−1 parame`tre) et que son inte´gration ne´cessite la spe´cification d’une
constante (+1 parame`tre). Le bilan conduit bien a` n parame`tres, comme lorsque les
fonctions de forme utilise´es sont affines par morceaux.
Ces fonctions de forme n’ont pas d’expression analytique simple (chacune se calcu-
lant de proche en proche, en partant de l’origine en laquelle la de´rive´e est connue), mais
leur programmation ne pose aucune difficulte´. La de´convonlution du spectre de Verlet
et Weis (1972) par cette nouvelle me´thode conduit au spectre repre´sente´ sur la figure
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FIG. 4.17: De´convolution du spectre de Verlet et Weis (1972) sous la forme d’une fonction
quadratique par morceaux. La courbe (a) correspond au spectre cherche´, tandis que la solu-
tion obtenue est repre´sente´e par la courbe (b) ; l’agrandissement correspond aux deuxie`me
et troisie`me lobes.
4.17. Contrairement a` ce que sugge´rait l’intuition, la courbe obtenue n’e´pouse pas mieux
les variations du spectre re´el. Au contraire, l’algorithme semble avoir se´lectionne´ une
solution tre`s diffe´rente de celle attendue. De plus, le choix de variations quadratiques
autorise la formation de lobes entre deux points de controˆle, et donc d’oscillations a` des
fre´quences infe´rieures a` celle de Nyquist. Bien que la discre´tisation choisie respecte le
the´ore`me de Shannon, l’utilisation de fonctions de forme quadratiques nous confronte
une nouvelle fois a` l’apparition d’oscillations parasites.
4.3.3.5 Conclusion et perspectives pour la de´convolution du spectre de diffusion
Le contre-exemple pre´ce´dent montre que les fonctions de forme affines par morceaux
constituent en fait un choix tre`s adapte´ au proble`me pose´. L’utilisation de fonctions
de forme d’ordre plus e´leve´ reste possible, au prix toutefois d’une re´gularisation plus
drastique. On peut ainsi penser a` rechercher une solution qui minimise a` la fois le re´sidu
|Ax− b|2, et la variation totale du spectre de´convolue´
∫ +∞
0
∣∣∣∣d Id q
∣∣∣∣ d q.
Les algorithmes mis en jeu sont alors non-line´aires (Vogel et Oman, 1998) ; ils seront
de´taille´s au chapitre 5 (paragraphe 5.5.2). D’autres possibilite´s comptent la maximisation
de l’entropie, le choix de la norme L1 au lieu de la norme L2, etc. . . Toutes ces me´thodes
ne peuvent eˆtre mises en œuvre qu’au prix de temps de calculs relativement e´leve´s, et
leur application n’a pas e´te´ envisage´e dans ce chapitre.
4.3.4 Imple´mentation pratique
Dans ce paragraphe, des informations pratiques comple´mentaires sont fournies ; elles
permettent la mise en œuvre de la me´thode faisant l’objet d’un expose´ the´orique dans
les paragraphes 4.3.2 et 4.3.3.
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4.3.4.1 Calcul des moyennes angulaires
Tous les exemples conside´re´s dans ce paragraphe correspondent a` des distributions
statistiquement isotropes, pour lesquelles on e´value donc la moyenne isotrope du spectre
de diffusion. Nume´riquement, cette moyenne I (q) est obtenue en e´chantillonnant des
spectres anisotropes I (q) calcule´s pour un certain nombre de directions ni (i = 1, . . . n,
|ni| = 1)
I˜ (q) =
n
∑
i=1
̟i I˜ (qni) , (4.39)
ou` les poids̟i de´pendent de la re´partition des ni sur la sphe`re unite´. Ainsi, pour un
tirage ale´atoire des n directions ni, on a̟i = 1/n. L’expe´rience montre toutefois que,
comme pour tout calcul d’une inte´grale par la me´thode de Monte-Carlo, le nombre
ne´cessaire n de directions re´parties ale´atoirement pour que l’estimation de la moyenne
angulaire cherche´e soit correcte est tre`s e´leve´.
Le sche´ma retenu dans ce travail est pre´sente´ en annexe F.2.2 ; il est de´terministe, au
sens ou` les directions ni et les poids̟i sont fixe´s a` l’avance. Pour une re´alisation donne´e
d’un milieu he´te´roge`ne, le calcul de la moyenne isotrope I˜ (q) s’effectue donc en trois
e´tapes
1. calcul de l’amplitude diffuse´e A˜ (qni, x) par la formule (4.23) pour chaque direction
ni, et chaque position x de la feneˆtre d’observationW ,
2. calcul de I˜ (qni) par la formule (4.22) pour chaque direction ni,
3. calcul de I˜ (q) par la formule (4.39).
4.3.4.2 Milieux granulaires
De la meˆme fac¸on que pour le calcul du spectre de diffusion re´el I (q), le calcul
nume´rique de I˜ (q) propose´ ici (formules (4.23) et (4.22)) se simplifie lorsque le milieu
conside´re´ est constitue´ de grains ; une ge´ne´ralisation du facteur de forme (4.10) apparaıˆt
alors. Les calculs qui suivent montrent toutefois qu’une attention particulie`re doit eˆtre
accorde´e aux grains qui traversent la frontie`re de la feneˆtre d’observationW .
Soit N le nombre total de grains ; le grainα a un volume vα, et pre´sente un contraste
de densite´ e´lectronique ∆ρα avec la phase non granulaire. Notant x 7→ χα (x) la fonction
indicatrice du grainα, translate´ a` l’origine, et xα sa position, les fluctuations de densite´
e´lectronique η (x) s’e´crivent
η (x) =
N
∑
α=1
∆ραχα (x− xα)− ∆ρ,
ou` il a de´ja` e´te´ mentionne´ (voir e´quation (4.24)) que la moyenne ∆ρ doit eˆtre calcule´e sur
la totalite´ de la boıˆte de simulation Ω)
∆ρ =
N
∑
α=1
vα
|Ω|∆ρα .
149
4. DIFFUSION DES RAYONS X AUX PETITS ANGLES
Pour une feneˆtre d’observation centre´e au point x, l’insertion des formules ci-dessus
dans (4.23) conduit a` l’expression suivante de l’amplitude diffuse´e
A˜ (q, x) = Ae
N
∑
α=1
∆ρα
∫
y∈R3
χα (y− xα)w (y− x) exp (−ıq · y) d3 y
− Ae |W|∆ρ exp (−ıq · x) Fw (q) , (4.40)
ou` Fw (q) de´signe le facteur de forme de la feneˆtreW . Chacune des inte´grales apparais-
sant dans la somme est une grandeur purement ge´ome´trique (transforme´e de Fourier
de l’indicatrice de l’intersection du grain α avec la feneˆtreW , centre´e en x). Lorsque
le grain α est comple`tement contenu dans la feneˆtre W , des expressions analytiques
existent pour ces inte´grales (il s’agit – a` un coefficient pre`s – de leur facteur de forme). Il
n’en va pas ainsi des grains qui rencontrent la frontie`re de la feneˆtreW , et pour lesquels
un calcul nume´rique est ne´cessaire.
A titre de simplification, on pourrait eˆtre tente´ d’adopter une strate´gie « tout-ou-rien »
pour l’estimation de ces inte´grales : si le centre du grain est contenu dans la feneˆtreW , la
totalite´ du grain est prise en compte ; sinon, l’inte´grale correspondante est annule´e.
Il est facile de comprendre pourquoi cette strate´gie est fausse. En effet, le spectre de
diffusion a` l’origine q = 0 est lie´ aux fluctuations de densite´ du milieu. Dans la strate´gie
tout-ou-rien envisage´e, l’estimation de la densite´ (bien que correcte en moyenne) est
fausse, son e´cart-type l’est donc e´galement, comme le spectre de diffusion obtenu. L’expe´-
rience a montre´ que les erreurs commises sont loin d’eˆtre ne´gligeables, surtout aux faibles
valeurs de q. Un calcul nume´rique pre´cis des inte´grales intervenant dans la formule (4.40)
doit donc eˆtre effectue´. Dans les paragraphes qui suivent, on passe en revue plusieurs
types de grains ; pour chaque cas, on propose une me´thode pour estimer les inte´grales
correspondantes.
4.3.4.3 Distributions monodisperses de sphe`res
Pour des assemble´es de grains sphe´riques ayant tous meˆme rayon a (et volume v) et
densite´ e´lectronique ∆ρ, le spectre de diffusion I˜ (q) s’exprime simplement en fonction
du facteur de structure S (q) (4.12), qui ne fait intervenir que les centres. Dans ce cas,
il semble avantageux de calculer le spectre de diffusion non pas a` l’aide de l’e´quation
(4.40), mais en calculant d’abord le facteur de structure.
Or, une modification mineure de la me´thode expose´e au paragraphe 4.3.2 pour le
calcul du spectre de diffusion I (q) permet justement d’acce´der au facteur de structure
S (q). Plus pre´cise´ment, la feneˆtre d’observationW ainsi que son centre x e´tant choisis,
le calcul (4.40) de l’amplitude est remplace´ par
A˜str (q, x) =
N
∑
α=1
w (xα − x) exp (−ıq · xα)− N |W||Ω| exp (−ıq · x) Fw (q) , (4.41)
ou` la somme porte sur tous les grains dont le centre est contenu dans la feneˆtre. Par
analogie avec l’e´quation (4.21), on introduit alors la grandeur
S˜ (q) =
1
|Ω|
∫
x∈Ω
1
N
|Ω|
|W|
∣∣A˜str (q, x)∣∣2 d3 x, (4.42)
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et on montre que la relation (4.26) devient
S˜ (q) =
1
(2π)3
∫
p∈R3
γˆw (q− p) S (p) d3 p. (4.43)
En d’autres termes, le facteur de structure S˜ (q) calcule´ sur la boıˆte de simulation
Ω au moyen des relations (4.41) et (4.42) correspond au facteur de structure re´el S (q)
convolue´ par le meˆme noyau que celui apparaissant dans le calcul du spectre de diffusion
I (q). Notons qu’il est bien entendu possible de travailler avec la moyenne isotrope S (q)
du facteur de structure.
La de´monstration de la relation (4.43) est en tous points identique a` celle de la relation
(4.26), en remplac¸ant A˜ (q, x) par A˜str (q, x), et I˜ (q) par S˜ (q). Elle peut eˆtre obtenue
formellement en faisant tendre vers ze´ro le rayon des grains dans les expressions (4.12)
et (4.40) (ou` ρ (x) est remplace´ par v∆ρ∑Nα=1 δ (x− xα)).
Le re´sultat pre´ce´dent est important car il montre que le calcul nume´rique du facteur
de structure s’effectue de la meˆme fac¸on que celui du spectre de diffusion. Il est beaucoup
plus simple, puisque les inte´grales
∫
y∈R3
χα (y− xα)w (y− x) exp (−ıq · y) d3 y, (4.44)
apparaissant dans l’expression (4.40) sont remplace´es par l’expression ponctuelle
w (xα − x) exp (−ıq · xα) .
En d’autres termes, le calcul du facteur de structure est pre´fe´rable, car il ne ne´cessite
pas le calcul du facteur de forme d’un grain partiellement contenu dans la feneˆtre
courante.
Apre`s de´convolution et multiplication par |F (q)|2 (facteur de forme commun a` tous
les grains), le calcul du facteur de structure S˜ (q), tre`s efficace, donne donc en the´orie
acce´s au spectre de diffusion I (q). Cependant, la de´convolution du facteur de structure
S˜ (q) est plus complexe que celle du spectre I˜ (q) (qui ne se de´duit pas de S˜ (q) par
multiplication par le facteur de forme !). Cela tient au fait que S˜ (q) tend beaucoup moins
vite vers 1 que I˜ (q) ne tend vers 0 : les effets de coupure (S˜ (q) e´tant ne´cessairement
calcule´ pour un ensemble borne´ de valeurs de q) sont d’autant plus importants. C’est
pourquoi, dans l’exemple qui suit, le facteur de structure n’a pas e´te´ de´convolue´. En
conside´rant des boıˆtes de simulation de plus en plus grandes (c’est-a`-dire en augmentant
le nombre N de particules), l’importance des effets de bord peut eˆtre appre´cie´e (puisque
dans la limite thermodynamique, le facteur de structure convolue´ est confondu avec le
facteur de structure re´el).
Le calcul du facteur de structure est un proble`me pratique important, et la me´thode
propose´e ici, bien que semblable a` la me´thode du paragraphe 4.3, doit eˆtre valide´e. Pour
cela, on propose de calculer le facteur de structure d’un amas fractal, de dimension
connue. Le mode`le d’aggre´gation limite´e par la diffusion (DLCA), propose´ par Hasmy
et coll. (1994) est imple´mente´, et le facteur de structure des configurations obtenues est
calcule´. Dans leur publication, Hasmy et coll. (1994) calculent le facteur de structure
isotrope S (q) par transforme´e de Fourier de la fonction de distribution radiale g (r). Ces
auteurs e´ludent toutefois les difficulte´s nume´riques apparaissant aux faibles valeurs de q
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FIG. 4.18: Facteur de structure (non-de´convolue´), calcule´ pour des amas ge´ne´re´s par un
processus de type DLCA, et contenant N = 512 (a), N = 4096 (b), N = 32768 (c) et
N = 262144 (d) particules. A gauche, la repre´sentation en e´chelle logarithmique met en
e´vidence le comportement alge´brique en q−1.75 attendu. A droite, la repre´sentation en
e´chelle line´aire dees meˆmes courbes.
en forc¸ant la nullite´ du facteur de structure a` l’origine, conside´rant que la valeur re´elle est
ne´gligeable. Cette hypothe`se n’a en fait rien d’anodin, puisque les milieux qui ve´rifient
la proprie´te´ S (0) = 0 (qualifie´s par Torquato et Stillinger (2003) d’hyper-uniformes) sont
rares, et mal connus ; il paraıˆt donc difficile d’affirmer a priori qu’un amas de sphe`res
re´sultant d’un processus DLCA soit hyper-uniforme.
Dans la me´thode de calcul du facteur de structure propose´e ici, cette hypothe`se
n’est pas ne´cessaire ; l’e´tude de sa validite´ s’ave`re toutefois assez complexe, du fait
d’effets de bord importants. La figure 4.18 repre´sente ainsi, en e´chelles logarithmique
(gauche) et line´aire (droite) les facteurs de structure (non de´convolue´s) calcule´s pour
quatre simulations diffe´rentes, contenant respectivement N = 512, 4096, 32768 et 262144
grains (la taille de la boıˆte de simulation e´tant ainsi double´e dans chaque nouveau
calcul). Le processus DLCA a e´te´ simule´ avec un exposant cine´tiqueα = −0.55 (pour
la signification de α, voir Hasmy et coll. (1994)), et une concentration f = 0.05. Quant
aux facteurs de structure S˜ (q), ceux-ci sont calcule´s en conside´rant 83 = 512 positions
de la feneˆtre sphe´rique (de rayon R = 0.2L), re´gulie`rement re´parties dans la boıˆte de
simulation cubique, et 42 × 20 = 320 directions du vecteur q pour chaque valeur de q.
L’observation de la figure 4.18 montre que pour des valeurs de q telles que qd ≥ 1, le
facteur de structure devient rapidement insensible a` la taille de la feneˆtre d’observation
W . De plus, le comportement alge´brique attendu (S (q) ∝ q−1.75) est bien observe´. Aux
faibles valeurs de q, en revanche, le re´sultat du calcul de´pend fortement du rayon R de
la feneˆtre d’observationW (du nombre N de particules). On voit ainsi apparaıˆtre, pour
des syste`mes assez grands, un pic localise´ au voisinage de qd ≃ 0.45 (Hasmy et coll.,
1994, rapportent la valeur qd ≃ 0.43).
Bien que les simulations conside´re´es ici soient de taille relativement importante,
elles ne permettent pas de se prononcer de fac¸on de´finitive sur la nullite´ du facteur de
structure a` l’origine. Les graphes de la figure 4.18 semblent toutefois indiquer que la
valeur de S˜ (0) de´croıˆt lorsque la taille du syste`me croıˆt : l’intuition de Hasmy et coll.
(1994), bien que non justifie´e, pourrait fort bien eˆtre correcte.
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4.3.4.4 Distributions polydisperses de sphe`res
Lorsque la boıˆte de simulation contient des sphe`res de tailles varie´es, le calcul
pre´ce´dent du facteur de structure ne suffit plus, et on doit proce´der a` un calcul du spectre
complet selon les e´quations (4.40) et (4.21). Cela ne´cessite de calculer des inte´grales du
type (4.44), qui correspondent au facteur de forme du grainα (centre´ en xα) partiellement
inclus dans la feneˆtre glissante W (centre´e a` l’origine). Cette inte´grale ne peut eˆtre
calcule´e analytiquement, mais un calcul nume´rique relativement efficace peut en eˆtre
propose´ lorsque la feneˆtreW et le grain sont sphe´riques (voir annexe F.3.1).
Un tel calcul a en fait de´ja` e´te´ mis en œuvre a` titre de validation au paragraphe 4.3.2,
sur une assemble´e de sphe`res dures, identiques, en e´quilibre thermodynamique (voir
figure 4.14). L’application de la me´thode aux distributions polydisperses ne pose aucune
difficulte´.
4.3.4.5 Distribution d’ellipsoı¨des
La` encore, le calcul du seul facteur de structure ne suffit plus, et on doit de´terminer le
spectre de diffusion complet. Il faut notamment calculer (nume´riquement) les inte´grales
(4.44) pour des ellipsoı¨des partiellement inclus dans la feneˆtre glissanteW . Contraire-
ment aux sphe`res, la discre´tisation spatiale des ellipsoı¨des devient ne´cessaire, ce qui
pe´nalise fortement le calcul. Notons toutefois que lorsque l’ellipsoı¨de pre´sente une
syme´trie de re´volution, on peut ramener l’inte´grale triple (4.44) a` une inte´grale double
(voir annexe F.3.2). De tels calculs sont mis en œuvre au paragraphe 4.4.2.
4.3.4.6 Spectre de diffusion d’une image tridimensionnelle d’un milieu
de´sordonne´
Un certain nombre de mate´riaux ne peuvent pas eˆtre conside´re´s comme des as-
semble´es de grains bien identifie´s ; c’est le cas par exemple du Vycor (Levitz et coll.,
1991; Levitz, 1998), qui est constitue´ de deux phases continues. Il est alors commode de
discre´tiser la microstructure en voxels, les reconstructions tomographiques constituant
un exemple e´vident d’une telle discre´tisation.
Si le niveau de gris de l’image tridimensionnelle correspond a` la densite´ e´lectronique
locale ρ dans le voxel, alors la me´thode propose´e au paragraphe 4.3 s’applique. Son
imple´mentation pratique est imme´diate en conside´rant chaque voxel comme une « parti-
cule », et en appliquant la formule (4.40). Le calcul est simplifie´ si on choisit pour feneˆtre
glissanteW non pas une sphe`re, mais la discre´tisation en voxels d’une sphe`re. De la
sorte, pour une position donne´e du centre de cette feneˆtre, chaque voxel de l’image tridi-
mensionnelle est soit inte´rieur, soit exte´rieur a`W (aucun voxel ne traverse la frontie`re
deW), et le calcul des inte´grales (4.44) apparaissant dans (4.40) devient trivial.
Dans l’e´valuation du second terme de (4.40), on prendra simplement garde a` utiliser
la valeur vraie (diffe´rente de 4/3πR3) du volume |W| de la feneˆtre glissante et de son
facteur de forme Fw (somme des facteurs de forme des voxels la constituant).
***
La nature alge´brique du spectre de diffusion des paˆtes de ciment, ainsi que les
mode`les ge´ne´ralement propose´s pour rendre compte de ces spectres ont e´te´ pre´sente´s
en de´tail au paragraphe 4.2. On peut toutefois reprocher a` ces mode`les de ne pas eˆtre
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constructifs, au sens ou` une microstructure (virtuelle) permettant de rendre compte a` la
fois de la faible porosite´ du C–S–H et de son spectre de diffusion alge´brique n’a jamais
e´te´ propose´e. Construire une re´alisation de C–S–H nume´rique ne´cessite de savoir en
e´valuer de fac¸on fiable le spectre de diffusion : c’est l’objet du paragraphe 4.3, dans
lequel une me´thode ge´ne´rale est propose´e.
Au paragraphe 4.4 ci-apre`s, des hypothe`ses relatives a` la microstructure des C–S–H
sont juge´es a` l’aune de leur spectre de diffusion. Onmontre ainsi que la the´orie globulaire
est tre`s discutable, ainsi d’ailleurs que tout mode`le dans lequel la phase C–S–H est
constitue´ d’une assemble´e d’objets e´le´mentaires (« grains »). L’exercice n’est toutefois
pas complet, car une reconstruction du C–S–H, c’est-a`-dire la de´termination (par recuit
simule´) d’une microstructure re´alisant le spectre de diffusion cherche´, reste pour le
moment hors de porte´e.
4.4 Diffusion aux petits angles et microstructure des C–S–H
Dans ce paragraphe, on examine successivement (pour les e´liminer) un certain
nombre d’hypothe`ses relatives a` la microstructure des C–S–H.
4.4.1 La the´orie globulaire
La the´orie globulaire des C–S–H propose´e par Allen et coll. (1987, 2007) et dont
l’essentiel a e´te´ rappele´ au paragraphe 4.2 tire sa popularite´ de sa tre`s grande simplicite´.
Dans ce mode`le de microstructure, les C–S–H sont des grains sphe´riques de diame`tre
d ≃ 0.5 nm dont l’empilement atteint une compacite´ de l’ordre de f ≃ 0.64. Le spectre
de diffusion d’un tel empilement peut-il eˆtre alge´brique ?
Pour re´pondre a` cette question, on conside`re une assemble´e de N = 4096 sphe`res, de
compacite´ f = 0.6375. Une telle configuration est obtenue par recuit simule´ ope´re´ sur
une assemble´e de sphe`res initialement autorise´es a` se recouvrir, l’e´nergie a` minimiser
e´tant donne´e par
∑
α 6=β
max
(
1
λαβ
− 1, 0
)
, (4.45)
ou` λαβ de´signe le rapport de l’homothe´tie a` appliquer aux sphe`resα et β pour amener
celles-ci au contact. La proce´dure de recuit simule´ est poursuivie jusqu’a` ce que l’e´nergie
pre´ce´dente soit nulle (c’est-a`-dire jusqu’a` ce qu’il n’y ait plus de recouvrement). Afin de
ne pas bloquer le syste`me dans un e´tat d’e´nergie non-nul, la minimisation est effectue´e en
quatre e´tapes, en partant d’une configuration a` f = 0.58, et en augmentantmanuellement
le rayon a des grains (a = 0.5, 0.51, 0.5125, 0.516). Le facteur de structure S˜ (q) ainsi
obtenu est repre´sente´ sur la figure 4.19 (gauche). Bien que l’on soit tre`s largement en-
dehors du domaine d’application ge´ne´ralement admis pour ce mode`le, le facteur de
structure S˜ (q) propose´ par Verlet et Weis (1972) a e´galement e´te´ superpose´ sur cette
courbe. De fac¸on e´tonnante, on constate que ce mode`le rend compte du premier pic du
facteur de structure de fac¸on tre`s satisfaisante.
On souhaite maintenant de´terminer (par de´convolution) le facteur de structure S (q)
de l’assemble´e de sphe`res conside´re´e. La figure 4.19 (droite) repre´sente le re´sultat obtenu
par application de la me´thode de de´convolution du paragraphe 4.3.3. Celui-ci est peu
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FIG. 4.19: A gauche, facteur de structure S˜ (q) d’une assemble´e compacte ( f = 0.6375) et
monodisperse de sphe`res (b) ; le premier pic est relativement bien repre´sente´ par le mode`le
de Verlet et Weis (1972) (a). A droite, de´convolution du facteur de structure par la me´thode
du paragraphe 4.3.3. Au regard du facteur de structure obtenu dans le mode`le de Verlet et
Weis (1972) (a), la de´convolution effectue´e ici (b) est peu convaincante.
convaincant, en raison notamment des oscillations importantes aux petites valeurs de q
(le facteur de structure devenant meˆme ne´gatif dans cette zone, ce qui est the´oriquement
interdit). L’observation du facteur de structure de Verlet et Weis (figure 4.19, droite,
courbe a) permet de comprendre que les difficulte´s observe´es tiennent a` l’e´troitesse du
pic du facteur de structure (sa largeur est infe´rieure au pas d’e´chantillonnage donne´ par
la fre´quence de Nyquist).
On souhaite donc utiliser uneme´thode de de´convolution autorisant un pas d’e´chantil-
lonnage plus petit. En d’autres termes, il s’agit, en reprenant la terminologie et les
notations du paragraphe 4.3.3, d’augmenter le nombre n de points de controˆle (dans
ce qui suit, on utilisera des points de controˆle confondus avec les points de mesure). Il
est alors ne´cessaire de re´gulariser explicitement le syste`me satisfait par les parame`tres x.
Les me´thodes classiques de re´gularisation sont de´crites en de´tail au paragraphe 5.5.2
du chapitre 5 ; on propose ici une me´thode de re´gularisation simple, bien adapte´e au
cas conside´re´. Puisque le facteur de structure convolue´ S˜ (q) est peu diffe´rent du facteur
de structure convolue´ S˜vw (q) de Verlet et Weis, on peut admettre qu’il en va de meˆme
des facteurs de structure non convolue´s S (q) et Svw (q). Ainsi, si xvw correspond aux
parame`tres de´crivant l’approximation affine par morceaux de Svw (xvw, j = Svw(q j)), on
cherchera la solution de´convolue´e x la plus proche possible de xvw. Autrement dit, on
minimise la fonctionnelle
|Ax− b|2 +γ |x− xvw|2 ,
ou` γ est un parame`tre de re´gularisation, a` de´terminer. L’optimisation de la forme qua-
dratique pre´ce´dente conduit e´videmment au proble`me re´gularise´ suivant, qui remplace
(4.35) (
ATA +γI
)
x = ATb +γxvw. (4.46)
La de´termination de la valeur du parame`tre de re´gularisation γ est e´videmment
le point cle´ de la me´thode de´crite ci-dessus. Des me´thodes objectives existent (elles
sont de´crites au paragraphe 5.5.2.3 du chapitre 5) ; on se contente ici d’une approche
subjective, consistant, pour chaque valeur de γ, a` superposer au facteur de structure
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FIG. 4.20: A gauche, la qualite´ de la solution re´gularise´e (b) est appre´cie´e en reconvoluant
le facteur de structure de´convolue´, et en le comparant au facteur de structure convolue´
S˜ (q) initialement calcule´ sur la configuration conside´re´ (a). On constate que pour γ = 0.1,
l’accord entre les deux courbes est tre`s satisfaisant. Le facteur de structure de´convolue´ est
repre´sente´ a` droite (b) ; la courbe correspondant au mode`le de Verlet et Weis (1972) lui est
superpose´e (a) a` titre de comparaison.
convolue´ S˜ (q), le facteur de structure « reconvolue´ » (donne´ par la se´rie de valeurs
Ax, ou` x est la solution du proble`me (4.46)). On diminue γ tant que l’accord entre ces
deux courbes n’est pas satisfaisant ; c’est ainsi que la valeur γ = 0.1 conduit a` un bon
compromis entre la qualite´ de la solution re´gularise´e (soit la quantite´ |Ax− b|2) et sa
distance a` la solution approche´e de Verlet et Weis (soit la quantite´ |x− xvw|2), comme le
montre la figure 4.20. On constate notamment que – contrairement au mode`le de Verlet
et Weis – le facteur de structure ainsi de´convolue´ reste partout positif.
Le calcul pre´sente´ ici permet de tester le bien-fonde´ de la the´orie globulaire des
C–S–H. Expe´rimentalement, le spectre de diffusion est observe´ pour des valeurs de q
s’e´tendant typiquement de qmin = 0.003 nm−1 a` qmax = 3.0 nm−1, soit (avec d = 5 nm)
0.15 ≤ qd ≤ 15,
qui correspond a` la gamme de q explore´e ici (voir figure 4.20). En multipliant le facteur
de structure de´convolue´ par le carre´ du facteur de forme des grains sphe´riques (e´quation
(4.12)), on obtient le spectre de diffusion de la configuration conside´re´e. Si la the´orie
globulaire e´tait fonde´e, ce spectre devrait pre´senter des similitudes avec ceux qu’on
observe typiquement sur une paˆte de ciment (figure 4.6). La figure 4.21 montre qu’il
n’en est rien : dans cette gamme de q, le comportement du spectre de diffusion n’est pas
alge´brique. De plus, les calculs pre´sente´s ici confirment qu’un pic de corre´lation tre`s
marque´ (e´galement atteste´ par Donev et coll. (2005a)) devrait eˆtre observe´ sur les paˆtes
de ciment, ce qui n’est pas le cas.
Il semble donc que le mode`le globulaire des C–S–H ne tienne pas face aux re´sultats
de ce paragraphe. On pourrait toutefois formuler la critique suivante : la configuration
e´tudie´e ici est obtenue a` l’aide d’uneme´thode spe´cifique permettant d’obtenir des empile-
ments compacts de sphe`res (recuit simule´ a` partir d’une assemble´e de sphe`res autorise´es
a` s’interpe´ne´trer), et on pourrait penser qu’une autreme´thode conduise a` un empilement
156
4.4. Diffusion aux petits angles et microstructure des C–S–H
-0.02
0
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
0.12
0.14
0 5 10 15 20
I
(q
)
[u
.a
.]
qd
a
b
FIG. 4.21: Spectre de diffusion de l’assemble´e de sphe`res conside´re´e (b). Bien que manquant
de re´gularite´ aux petites valeurs de q, cette courbe est plus satisfaisante que celle (a) obtenue
a` l’aide du mode`le de Verlet et Weis (1972), qui conduit a` des valeurs ne´gatives de l’intensite´
diffuse´e, compense´es par une remonte´e prononce´e a` l’origine. Les calculs pre´sente´s ici
semblent au contraire indiquer que le spectre de diffusion est relativement plat a` gauche
du pic de corre´lation (qui pourrait eˆtre de´double´). La remonte´e observe´e aux tre`s petits
q ne doit pas eˆtre conside´re´e, car cette re´gion correspond a` des distances de corre´lation
inaccessibles avec la configuration conside´re´e.
diffe´rent, dans lequel le pic de corre´lation serait absent, et le spectre de diffusion serait
alge´brique. Une telle situation semble peu probable, puisque la concentration f des
grains sphe´riques est tre`s proche de la densite´ maximale des empilements de´sordonne´s
(random close jamming). Par de´finition de ces empilements maximaux (Torquato et coll.,
2000), les sphe`res n’ont pas la possibilite´ de se re´organiser les unes par rapport aux
autres, par exemple pour re´aliser un empilement « fractal ». On peut donc conside´rer
que le spectre de diffusion de la figure 4.21 est repre´sentatif de toute assemble´e de
sphe`res dures de compacite´ f = 0.6375.
4.4.2 Le mode`le de Dijon
Certains auteurs contestent la the´orie globulaire des C–S–H de Allen et Jennings.
Ainsi, le Laboratoire de Recherches sur la Re´activite´ des Solides (UMR 5613) de la Faculte´
des Sciences de l’Universite´ de Bourgogne de´fend-il depuis 1998 une the´orie alternative,
appele´e ici mode`le de Dijon (Garrault-Gauffinet, 1998; Garrault et coll., 2005, 2006).
Sur la base d’observations par microscopie a` force atomique (AFM), ce groupe pro-
pose un me´canisme d’hydratation du ciment dans lequel la phase C–S–H se de´veloppe
suivant un me´canisme de nucle´ation-croissance de particules anisotropes de taille
60× 30× 5 nm3, s’aggre´geant a` la surface des grains de ciment. Le mode`le de Dijon fait
l’objet de vives critiques remettant en cause la technique expe´rimentale employe´e. Les
interactions entre le mate´riau sonde´ et la pointe de l’AFM sont en effet complexes, et
on peut craindre qu’elles soient a` l’origine des « briquettes » observe´es (qui ne seraient
alors que de simples artefacts).
Discuter le bien-fonde´ de la technique expe´rimentale utilise´e est hors du propos
de ce travail ; on souhaite plutoˆt de´terminer si le mode`le morphologique propose´ est
compatible avec les observations par diffusion aux petits angles.
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Il a e´te´ montre´ au paragraphe pre´ce´dent que l’argument principal contre la the´orie
globulaire des C–S–H est l’absence d’un pic marque´ dans les spectres de diffusion
expe´rimentaux. Ce pic est duˆ a` l’existence d’une distance caracte´ristique (le diame`tre
des globules, qui ne sont pas autorise´s a` se recouvrir). Dans une assemble´e de particules
aplaties, on ne peut pas de´finir une unique distance caracte´ristique, ce qui laisse supposer
que le spectre de diffusion ne pre´sente pas de pic. Il est donc tentant d’imaginer que
l’anisotropie des particules permette d’expliquer l’absence de pic dans le spectre de
diffusion des paˆtes de ciment.
Ce serait certainement le cas si la phase C–S–H n’e´tait pas trop dense. En effet, toutes
les orientations d’une particule par rapport a` ses voisines sont alors possibles, et il
existe ve´ritablement une gamme de distances caracte´ristiques (de la distance minimale
d’approche a` la distance maximale d’approche). Lorsque le syste`me devient concentre´
(comme c’est le cas des C–S–H), les particules anisotropes ont tendance a` s’organiser en
« piles », c’est a` dire a` s’orienter paralle`lement les unes aux autres (au moins localement).
Un ordre orientationnel local apparaıˆt, et on conc¸oit qu’alors l’e´paisseur et le diame`tre
des particules deviennent deux distances caracte´ristiques du syste`me. Ainsi, pour des
concentrations e´leve´es en particules anisotropes, on s’attend a` ce que le spectre de
diffusion pre´sente un pic beaucoup plus marque´. L’objet du pre´sent paragraphe est de
de´montrer ce phe´nome`ne par l’interme´diaire de simulations nume´riques.
La ge´ne´ration d’assemble´es denses est significativement plus complexe pour des par-
ticules anisotropes que pour des particules sphe´riques. A des particules paralle´le´pipe´di-
ques, on pre´fe`rera donner aux « briquettes » conside´re´es ici une forme ellipsoı¨dale de
re´volution (pour laquelle la fonction caracte´ristique est alge´brique), de rayon e´quatorial
a = 20 nm, et de rayon polaire c = 2.5 nm.
Les particules conside´re´es ici n’e´tant pas autorise´es a` s’intersecter, il faut, pour
ge´ne´rer les configurations, eˆtre capable de de´terminer si deux ellipsoı¨des donne´s sont
ou non disjoints. L’ellipsoı¨de constituant le cas le plus simple de particule anisotrope,
son utilisation dans des simulations mole´culaires a e´te´ tre`s toˆt envisage´e, et plusieurs
crite`res de recouvrement ont e´te´ propose´s (Vieillard-Baron, 1972; Perram et Wertheim,
1985; Wang et coll., 2001; Chen et coll., 2007). Tous ces crite`res se rame`nent au test du
signe d’une grandeur Φ : les ellipsoı¨des se recouvrent lorsque Φ < 0, et sont en contact
lorsque Φ = 0.
Si la justesse de ces crite`re ne fait pas de doute, il n’en va pas demeˆme de la robustesse
de leur imple´mentation. En effet, compte-tenu de la pre´cision limite´e des flottants, le test
informatique de nullite´ est ne´cessairement incertain. Il est ainsi possible que lorsque Φ
est tre`s petit, mais strictement positif, sa repre´sentation informatique soit strictement
ne´gative, ce qui conduit a` rejeter induˆment la configuration teste´e. Cette erreur est sans
gravite´ si l’incertitude porte seulement sur des couples d’ellipsoı¨des tre`s proches : rejeter
une configuration dans laquelle deux ellipsoı¨des se touchent « presque » ne biaise pas
de fac¸on significative la simulation.
Malheureusement, on peut exhiber pour les crite`res de Vieillard-Baron (1972), Wang
et coll. (2001) et Chen et coll. (2007) des configurations de deux ellipsoı¨des arbitrairement
distants dans lesquelles Φ est tre`s proche de ze´ro. Utiliser ces crite`res fait donc courir le
risque d’un biais inacceptable, c’est pourquoi ils ont e´te´ rejete´s au profit du crite`re de
Perram et Wertheim (1985).
Etant donne´es les positions et orientations des ellipsoı¨des α et β, l’approche de
Perram et Wertheim consiste a` de´terminer le coefficient λαβ de l’homothe´tie a` appli-
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quer a` ces deux ellipsoı¨des pour les amener au contact (sans modifier leurs positions
relatives) ; on teste alors simplement le signe de la quantite´ λαβ − 1. Cette approche est
robuste, puisque les cas incertains sont ceux pour lesquels λαβ ≃ 1, c’est-a`-dire que les
ellipsoı¨des sont quasiment tangents. Perram et Wertheim (1985) proposent une me´thode
tre`s e´le´gante pour de´terminer λαβ ; les calculs sont cependant plus lourds que ceux
mis en jeu dans les crite`res rejete´s. L’imple´mentation du crite`re de Perram et Wertheim
doit donc faire l’objet d’une attention particulie`re ; Donev et coll. (2005c) donnent des
indications utiles a` cet e´gard.
Meˆme lorsque l’imple´mentation du crite`re de recouvrement est optimise´e, la si-
mulation de configurations denses d’ellipsoı¨des est tre`s lourde, et peut ne´cessiter des
de´veloppements algorithmiques importants (Donev et coll., 2005b,c). L’approche pro-
pose´e ici est tre`s simple, et permet d’obtenir des compacite´s e´leve´es (le random close
jamming n’e´tant toutefois pas recherche´). Comme au paragraphe 4.4.1, on part d’une
configuration dans laquelle les particules ellipsoı¨dales sont place´es ale´atoirement (les
recouvrements e´tant autorise´s). Par recuit simule´, on minimise alors l’e´nergie (4.45) ;
notons que contrairement au paragraphe 4.4.1, les transitions possibles de la chaıˆne de
Markov correspondent non seulement a` des translations, mais e´galement a` des rotations
des particules.
La proce´dure conduit aux configurations repre´sente´es sur la figure 4.22, ou` les trois
concentrations f = 0.4, f = 0.5 et f = 0.6 ont e´te´ conside´re´es. Chaque simulation
contient N = 10000 particules, la taille de la boıˆte de simulation valant respectivement
L = 471.3 nm, L = 437.6 nm et 411.8 nm ; dans les trois cas, L/a ≥ 20. Sur cette figure,
chaque particule est colore´e en fonction de l’orientation de son axe de syme´trie : ainsi,
l’observation de zones de couleur quasi-uniforme traduit l’existence d’un ordre orien-
tationnel local. La comparaison des trois images montre clairement que la taille des
domaines de cohe´rence orientationnelle croıˆt avec la compacite´ de l’empilement.
Les courbes de la figure 4.23 repre´sentent les spectres de diffusion au petits angles
de ces trois configurations. Encore une fois, ces spectres n’ont aucun point commun avec
ceux observe´s sur des paˆtes de ciment. Aux grands q tout d’abord, ils pre´sentent un
comportement alge´brique en q−2, caracte´ristique de particules aplaties. Au voisinage de
q = 0.1 nm−1 ensuite, on observe un pic, d’autant plus prononce´ que la compacite´ de
l’assemble´e d’ellipsoı¨des est e´leve´e. Enfin, c’est avec pre´caution qu’il faut interpre´ter la
remonte´e des spectres a` q ≤ 0.1 nm−1. En effet, ces spectres sont obtenus en discre´tisant
les ellipsoı¨des qui traversent la frontie`re de la feneˆtre glissante, sphe´rique : l’estimation
de la densite´ locale de matie`re (donc de ses fluctuations, donc de la « compressibilite´ »)
est fausse. On commet donc une erreur sur le calcul du spectre lorsque q → 0, qui
pre´sente probablement un plateau (syste`me quasi-homoge`ne pour les grandes distances
de corre´lation).
4.4.3 Vers une reconstruction des C–S–H?
L’observation des courbes des figures 4.21 et 4.23 montre que ni le mode`le globulaire,
ni le mode`le de Dijon ne peuvent expliquer de fac¸on satisfaisante l’allure tre`s particulie`re
des spectres de diffusion aux petits angles des paˆtes de ciment.
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FIG. 4.22: Ordre orientationnel local dans une assemble´e d’ellipsoı¨des aplatis. Trois configu-
rations contenant chacune 10000 ellipsoı¨des (a = 200 nm, c = 25 nm) ont e´te´ obtenues par
recuit simule´. La compacite´ des empilements vaut f = 0.4 (en haut, a` gauche), f = 0.5 (en
haut, a` droite), et f = 0.6 (en bas). Les particules sont colore´es en fonction de l’orientation de
leur axe de re´volution ; l’apparition d’un ordre orientationnel local de´s f = 0.5 est e´vidente.
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FIG. 4.23: Spectre de diffusion aux petits angles des configurations de la figure 4.22. Comme
attendu, les spectres des configurations de concentration f = 0.5 (b) et f = 0.6 (c) pre´sentent
un pic marque´ duˆ a` l’ordre orientationnel local ; le pic du spectre de la configuration f = 0.4
(a) est plus large. Dans les trois cas, le spectre pre´sente aux grands q un comportement
alge´brique en q−2, signature de particules aplaties.
Plus ge´ne´ralement, la pre´sence syste´matique d’un pic dans le spectre de diffusion
rend pour le moins douteuse l’hypothe`se d’un C–S–H granulaire. Bien entendu, la
polydispersite´ des grains (non discute´e ici) pourrait de´truire ce pic. Toutefois, seule
une polydispersite´ tre`s importante, dont on conc¸oit mal l’origine physique, pourrait
expliquer le comportement alge´brique cherche´ en q−(3+ε).
Qu’en est-il d’une reconstruction directe ? Evoque´e au paragraphe 4.3 pour motiver
la mise au point d’une me´thode fiable et rapide de calcul du spectre de diffusion, elle
reste malheureusement pour l’instant hors de porte´e, comme l’ont montre´ les tentatives
effectue´es dans le cadre de ce travail.
Rappelons qu’il s’agit, plutoˆt que de calculer le spectre de diffusion d’une configura-
tion donne´e (fixe´e a` priori), d’exhiber une configuration re´alisant le spectre cherche´. La
de´marche envisage´e pour re´soudre ce proble`me consistait, partant d’une configuration
quelconque de sphe`res ou ellipsoı¨des durs, a` effectuer une optimisation par recuit simule´
d’une fonction couˆt caracte´risant la distance entre le spectre de diffusion recherche´ et
celui de la configuration courante (Rintoul et Torquato, 1997).
Ainsi, pour les paˆtes de ciment (spectre en q−(3+ε)), une forme possible de la fonction
couˆt est
∑
1≤i< j≤n
(
log I j − log Ii
log q j − log qi + 3+ε
)
(4.47)
le spectre I(q) de la configuration courante e´tant calcule´ aux points q1, . . . , qn (en notant
I j = I(q j)). La me´thode de calcul de´veloppe´e au paragraphe 4.3 rend tre`s aise´e la
mise-a`-jour du spectre conse´cutive au de´placement d’une particule. Toutefois, afin de
bien rendre compte des fluctuations locales de densite´ (capitales pour l’e´valuation du
spectre de diffusion), il est ne´cessaire de conside´rer un grand nombre de positions de
la feneˆtre glissanteW (a` minima, 53 feneˆtres). De plus, chaque valeur I j re´sulte de la
moyenne angulaire sur un grand nombre de directions (au moins 80 pour des particules
anisotropes). Si l’on ajoute a` ces exigences le fait que le calcul du facteur de forme d’une
particule intersectant la frontie`re de la feneˆtre glissante ne´cessite sa discre´tisation, on
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FIG. 4.24: Facteur de structure convolue´ de la reconstruction apre`s 10000 cycles de Monte-
Carlo. La courbe obtenue est tre`s voisine du comportement alge´brique en q−1.75 cherche´
(indique´ par la droite).
conc¸oit aise´ment qu’une seule transition de la simulation deMonte-Carlo soit trop lourde
pour eˆtre re´alistement mise en œuvre.
Toute tentative de reconstruction n’est toutefois pas sans espoir. La modification
propose´e au paragraphe 4.3.4.3 de la me´thode ge´ne´rale du paragraphe 4.3 permet
en effet de calculer, pour une charge du processeur beaucoup plus le´ge`re, le facteur
de structure d’une distribution de centres. Une reconstruction base´e sur le facteur de
structure seulement devient alors envisageable, et il est inte´ressant de tenter dans un
premier de re´soudre un proble`me de reconstruction dont on connaıˆt une solution (le
proble`me est donc soluble !).
A cet effet, on reprend l’exemple du paragraphe 4.3.4.3, tire´ de Hasmy et coll. (1994) :
on cherche donc une configuration de sphe`res dures de diame`tre unite´, de compacite´
f = 0.025, et pre´sentant un spectre en q−1.75 pour 0.3 ≤ qd ≤ 3. A premie`re vue, le
calcul semble converger, et la figure 4.24 repre´sente le facteur de structure (convolue´)
d’une configuration comprenant N = 512 particules, apre`s 10000 cycles : le compor-
tement alge´brique recherche´ est bien observe´ (approximativement). La visualisation
de la configuration obtenue (figure 4.25) permet toutefois de constater que toutes les
particules forment un unique amas, et la configuration obtenue n’est pas statistiquement
homoge`ne, ce qui remet en cause la validite´ du calcul de son facteur de structure.
L’exemple pre´ce´dent permet en fait de mettre en e´vidence un proble`me important
souleve´ par la me´thode de reconstruction envisage´e. A chaque transition de la chaıˆne
de Markov, le spectre de diffusion convolue´ I˜ (q) est calcule´ pour un certain nombre
de positions de la feneˆtre glissante W et de directions du vecteur q. Ainsi, le calcul
lui-meˆme privile´gie-t-il des points et des directions : leur nombre e´tant limite´ par des
conside´rations pratiques (temps de calcul), l’homoge´ne´ite´ et l’isotropie statistiques de la
reconstruction ne sont plus assure´es. Le reme`de a` ce de´faut est certainement l’ajout a`
la fonction couˆt (4.47) d’un terme comple´mentaire pe´nalisant leur violation ; la forme
ade´quate de ce terme reste toutefois a` e´tablir.
***
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FIG. 4.25: Repre´sentation tridimensionnelle de la reconstruction dont le facteur de struc-
ture est repre´sente´ sur la figure 4.24. Les particules se sont regroupe´es au voisinage des
huit sommets de la boıˆte de simulation cubique. Compte-tenu des conditions aux limites
pe´riodiques, cela signifie qu’un amas s’est forme´ : l’homoge´ne´ite´ statistique est viole´e.
Dans ce chapitre, la diffusion des rayons X aux petits angles a e´te´ mise a` profit
pour explorer la microstructure des paˆtes de ciment. Cette technique expe´rimentale
pre´sente le double avantage d’une part de peu perturber l’e´chantillon et d’autre part
de permettre d’acce´der a` de tre`s petites distances de corre´lation, tout en effectuant
de ve´ritables moyennes d’ensemble. Son exploitation ne´cessite d’en comprendre les
fondements the´oriques, qui ont e´te´ brie`vement rappele´s au paragraphe 4.1.
La premie`re application aux paˆtes de ciment de la diffusion aux petits angles remonte
aumilieu des anne´es 1970. L’expe´rience a depuis e´te´ renouvele´e a` de nombreuses reprises,
mettant a` chaque fois en e´vidence la nature particulie`re (alge´brique) du spectre des paˆtes
de ciment qui, bien qu’elle ait fait l’objet de nombreuses spe´culations, reste inexplique´e a`
ce jour. Les expe´riences re´alise´es dans le cadre de ce travail au synchrotron Soleil (ligne
de lumie`re Swing) sur des e´chantillons stocke´s pendant plus d’un an dans des conditions
bien controˆle´es confirment les re´sultats publie´s ante´rieurement par d’autres e´quipes.
La simulation directe constitue une voie possible pour tenter de re´ve´ler la microstruc-
ture que cache un spectre en q−(3+ε). Une telle approche, nume´rique, est constructive, au
sens ou` elle propose une configuration re´alisant le spectre de diffusion cherche´. Il est
donc indispensable de mettre au point au pre´alable un outil de calcul du spectre d’une
configuration donne´e. Or, il ressort de l’e´tude bibliographique propose´e au paragraphe
4.3.1.3 qu’aucune des me´thodes disponibles ne permet de prendre en compte les effets de
bord apparaissant (comme dans tout calcul de transforme´e de Fourier) dans l’e´valuation
de ce spectre, et une bonne part de ce chapitre est consacre´e a` la mise au point et la
validation d’une nouvelle me´thode de calcul.
Proche dans le principe de la me´thode des pe´riodogrammes, dont elle constitue une
ge´ne´ralisation multidimensionnelle, elle conduit, comme toutes ses concurrentes, a` un
re´sultat biaise´ par les effets de coupure des grandes distances de corre´lation. Parmi
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toutes les me´thodes existantes, c’est toutefois la seule pour laquelle une expression
analytique de ce biais est e´tablie. On peut alors tenter de « de´biaiser » le re´sultat, afin
de de´terminer le spectre de diffusion vrai. Cela conduit a` re´soudre une e´quation de
convolution, mal pose´e. Des indications sont donne´es quant a` sa re´gularisation.
Le proble`me direct (calcul du spectre de diffusion d’une configuration donne´e)
e´tant re´solu, il est naturel de chercher a` re´soudre le proble`me inverse (trouver une
configuration re´alisant un spectre donne´). C’est avec cet objectif a` l’esprit que la me´thode
de calcul du spectre de diffusion a e´te´ mise au point, l’effort e´tant mis sur la minimisation
des calculs de mise-a`-jour du spectre suite au de´placement (translation, rotation) d’une
particule. Malgre´ ces efforts, les calculs mis en jeu par une telle reconstruction restent
inaccessibles a` l’heure actuelle.
Une tentative de reconstruction est toutefois propose´e dans un contexte tre`s simplifie´
(calcul du facteur de structure et non du spectre complet, configurations tre`s dilue´es).
Elle montre que des pre´cautions doivent eˆtre prises pour pre´server l’homoge´ne´ite´ et
l’isotropie statistiques de la reconstruction. Quant aux C–S–H, leur compacite´ est telle-
ment e´leve´e que les particules ont peu de latitude pour se re´organiser : meˆme si une
reconstruction e´tait techniquement envisageable, il serait peu probable qu’elle converge.
S’il n’est toujours pas possible a` ce jour d’exhiber une microstructure qui re´alise
le spectre tre`s particulier des C–S–H, les calculs de ce chapitre permettent de rejeter
les mode`les globulaire et de Dijon, dont on a montre´ que le spectre est radicalement
diffe´rent. En fait, seule une polydispersite´ tre`s e´tendue (peu cre´dible physiquement)
pourrait permettre de concilier un mode`le « granulaire » de la microstructure des C–S–H
et un spectre de diffusion alge´brique en q−(3+ε). On montrera au chapitre 5 que ces
conclusions sont conforte´es par l’observation directe (nanotomographie) de paˆtes de
ciment.
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Chapitre 5
Observation directe de paˆtes de
ciment par microscopie X
Une des limites the´oriques a` la re´solution d’un syste`me optique est donne´e par la
longueur d’onde du rayonnement utilise´. De ce point de vue, les rayons X (0.01 nm ≤
λ ≤ 10 nm) constituent une alternative se´duisante au rayonnement visible (400 nm ≤
λ ≤ 700 nm). La faible absorption des rayons X par la matie`re permet de plus d’envisager
l’imagerie X d’e´chantillons d’e´paisseur beaucoup plus forte qu’en microscopie visible ou
e´lectronique. Ce rayonnement semble donc ide´alement adapte´ a` l’observation a` haute
re´solution (quelques dizaines de nanome`tres) d’e´chantillons de grandes dimensions
(quelques microns).
Bien que les arguments militant en faveur des rayons X soient connus de longue
date, le de´veloppement d’optiques X est relativement re´cent, puisque les premie`res
applications en biologie datent du de´but des anne´es 1980, (Schmahl et coll., 1980, 1984).
Cela tient au fait que ces rayons ne sont que faiblement re´fracte´s par les mate´riaux
courants, le de´veloppement de lentilles re´fractives se trouvant ainsi fortement ralenti. La
microscopie X n’a donc pu voir le jour qu’avec l’ave`nement des lentilles dites a` zones de
Fresnel. Bien que ces syste`mes optiques soient base´s sur la diffraction du rayonnement,
et non sur sa re´fraction, leur comportement est tre`s semblable a` celui d’une lentille
convergente ordinaire. Le de´veloppement d’optiques de´die´es au rayonnement X est de´s
lors devenu possible, et les re´solutions atteintes n’ont cesse´ de diminuer au cours des
trente dernie`res anne´es. La « barrie`re » des 15 nm a ainsi re´cemment e´te´ franchie graˆce
aux progre´s de la technologie des lentilles a` zones de Fresnel (Chao et coll., 2005) et a`
l’utilisation de nouveaux syste`mes optiques, tels que des monocapillaires ellipsoı¨daux
(Rehbein et coll., 2009).
La faible absorption des rayons X par la matie`re permet l’imagerie d’e´chantillons de
forte e´paisseur (quelques microns) ; il est alors naturel de souhaiter proce´der, par une
rotation de l’objet dans le faisceau incident, a` une reconstruction tridimensionnelle de
celui-ci. Les premie`res expe´riences de nanotomographie datent du de´but des anne´es 2000.
D’abord re´serve´es au domaine du vivant (Weiß et coll., 2000), elles ont rapidement e´te´
e´tendues aux ge´omate´riaux (Thieme et coll., 2003), si bien qu’elles ont e´te´ qualifie´es de
«muˆres » par Attwood (2006).
L’objet du pre´sent chapitre est de pre´senter les images tridimensionnelles de paˆtes
de ciment obtenues sur la ligne de lumie`re U41 du synchrotron Bessy II, a` Berlin. Cette
165
5. OBSERVATION DIRECTE DE PAˆTES DE CIMENT PAR MICROSCOPIE X
ligne est e´quipe´e de deux microscopes a` rayons X (Guttmann et coll., 2001), dont l’un
dispose d’un porte-e´chantillon autorisant les rotations de l’objet (Guttmann et coll., 2009;
Heim et coll., 2009). La re´solution des images obtenues est tre`s largement submicronique,
ce qui constitue une premie`re dans le domaine des mate´riaux cimentaires, ou` seules des
images en transmission ont e´te´ jusqu’a` pre´sent obtenues (Silva et Monteiro, 2005a,b).
Ce chapitre est essentiellement de´die´ au traitement et a` l’analyse de se´ries tomogra-
phiques d’images obtenues par microscopie X. Nous sommes convaincus qu’un bon
traitement d’une image doit tenir compte de la physique qui a conduit a` sa formation.
Aussi, le paragraphe 5.1 pre´sente les principes de la microscopie X, et les caracte´ristiques
du microscope U41/TXM utilise´ ici.
Le paragraphe 5.2 est consacre´ aux e´chantillons proprement dits. Les images brutes
de tout traitement y sont pre´sente´es, ainsi que leur normalisation. L’image constitue un
support visuel parfois spectaculaire, que l’on se contente trop souvent de commenter
qualitativement. Notre objectif est d’aller au-dela`, et de montrer qu’une image contient
une information quantitative qui peut eˆtre extraite rigoureusement ; c’est l’objet des
quatre dernie`res parties de ce chapitre, dans lesquelles deux types d’analyses sont
successivement propose´s.
Dans un premier temps, un calcul ne ne´cessitant aucun pre´traitement lourd des
images en transmission (alignement, reconstruction) est pre´sente´ au paragraphe 5.3. Il
s’agit de simuler une expe´rience de diffusion aux petits angles de l’objet observe´ ; bien
que de mise en œuvre tre`s simple, la me´thode est originale, et permet de croiser deux
techniques d’investigation des milieux de´sordonne´s a priori tre`s e´loigne´es : la diffusion
aux petits angles et l’observation directe par microscopie.
Dans un second temps, l’analyse tridimensionnelle des e´chantillons est aborde´e. Le
passage d’une se´rie d’images en transmission (sous divers angles d’incidence) a` une
image tridimensionnelle est complexe, et les deux e´tapes essentielles de ce calcul sont
pre´sente´es : alignement des images (au paragraphe 5.4) et reconstruction tridimension-
nelle proprement dite (au paragraphe 5.5). L’e´paisseur de l’e´chantillon d’une part, et le
fait que sa rotation comple`te ne soit pas possible d’autre part constituent deux difficulte´s
qu’il s’agira de surmonter en introduisant un minimum d’artefacts.
L’image tridimensionnelle se preˆte en the´orie a` toutes sortes d’analyses quantitatives.
Ainsi, a` l’instar de Tariel (2009) a` l’e´chelle du micron, on souhaite analyser le re´seau
poreux (connectivite´, tortuosite´) a` l’e´chelle de quelques dizaines de nanome`tres. La
qualite´ des images obtenues ne permet cependant pas pour le moment de proce´der
a` une analyse aussi fine. L’impossibilite´ de segmenter les images tridimensionnelles
obtenues nous a conduit a` adopter une nouvelle approche, dans laquelle les calculs sont
effectue´s directement sur l’image en niveaux de gris, ce qui ne´cessite bien entendu de
pouvoir donner un sens physique a` ces valeurs. Le calcul du spectre de diffusion aux
petits angles illustre cette approche au paragraphe 5.6.
Ce chapitre est essentiellement me´thodologique : il permet de trier les algorithmes et
me´thodes adapte´s au traitement des images obtenues par microscopie X. En ce sens, il
pre´pare l’avenir pour de nouvelles investigations, e´ventuellement a` des re´solutions per-
mettant l’imagerie directe du re´seau nanoporeux. Il n’est toutefois pas de´nue´ d’apports
concernant la connaissance des C–S–H, et les re´sultats expe´rimentaux obtenus nous
conduiront a` formuler au paragraphe 5.6.4 une hypothe`se relative a` leur morphologie a`
l’e´chelle de quelques nanome`tres.
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5.1 La microscopie X
Dans ce paragraphe, on pre´sente les notions essentielles permettant la compre´hension
du fonctionnement d’un microscope a` rayons X, ainsi que de ses limitations.
5.1.1 Absorption des rayons X par la matie`re
Il n’est bien entendu pas question d’e´voquer ici la nature physique des interactions
entre le rayonnement X et la matie`re, mais simplement de rappeler quelques re´sultats
importants pour la mise au point d’une expe´rience de microscopie X, ainsi que pour
l’analyse quantitative des images obtenues.
Le phe´nome`ne physique a` l’origine de la formation des images en transmission
est l’absorption des rayons X par la matie`re traverse´e. Cette absorption est elle-meˆme
gouverne´e par la loi de Lambert
I = I0 exp (−µt) = I0 exp
(
−µ
ρ
ρt
)
, (5.1)
ou` I0 est l’intensite´ du faisceau incident, I son intensite´ a` la sortie de l’e´chantillon, dont
l’e´paisseur est note´e t et la masse volumique ρ. Contrairement au coefficient d’absorption
line´aire (en cm−1), le coefficient d’absorption massique µ/ρ (d’ordinaire exprime´ en
cm2/g) ne de´pend que de la composition chimique de l’e´chantillon et de l’e´nergie E =
hc/λ des photons qui le traversent (λ : longueur d’onde, h = 4.135 667 33× 10−15 eV.s :
constante de Planck, c = 299 792 458m.s−1 : ce´le´rite´ de la lumie`re dans le vide).
Des calculs the´oriques ainsi que des mesures expe´rimentales donnent sous forme ta-
bule´e (en fonction de l’e´nergie du faisceau incident) le coefficient d’absorption massique
des e´le´ments chimiques purs (Chantler, 1995, 2000). Les discontinuite´s observe´es sont
dues aux effets photoe´lectriques : on parle de seuils d’absorption.
Pour un compose´ chimique, le coefficient d’absorption massique se de´duit des
fractions massiques xZ des e´le´ments chimiques qui le constituent (Z : nume´ro atomique)
µ
ρ
= ∑
Z
xZ
µZ
ρZ
. (5.2)
En appliquant cette relation au C–S–H, dont la formule moyenne est donne´e par
Allen et coll. (2007)
(CaO)1.7(SiO2)(H2O)1.8, ρ = 2.604 g.cm
−3, (5.3)
on trouve alors la courbe de la figure 5.1 (e´tablie a` l’aide des programmes en ligne du
NIST1), ou` l’on a repre´sente´ la valeur de µ en fonction de l’e´nergie E du faisceau incident.
Ainsi, pour E = 510 eV (e´nergie a` laquelle la plupart des images pre´sente´es ici ont e´te´
acquises), on obtient
E = 510 eV, µ ≃ 28000 cm−1,
et la loi de Lambert (5.1)montre qu’alors, pour un e´chantillon d’e´paisseur t = 0.8µm,
la transmission est de l’ordre de 10%. Il est donc possible, comme annonce´ plus haut,
d’observer par rayons X des e´chantillons de paˆte de ciment dont la taille est voisine du
micron.
1http://physics.nist.gov/PhysRefData/FFast/html/form.html
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FIG. 5.1: Atte´nuation line´aire du C–S–H (formule moyenne de´termine´e par Allen et coll.,
2007), en fonction de l’e´nergie des rayons X.
FIG. 5.2: Observation par microscope e´lectronique a` balayage d’une lentille a` zones
de Fresnel construite au de´partement de microscopie du centre Bessy (http://www.
helmholtz-berlin.de/forschung/grossgeraete/mikroskopie/).
5.1.2 Lentilles a` zones de Fresnel
Dans une lentille optique traditionnelle, le faisceau incident est de´vie´ deux fois par
re´fraction (a` l’entre´e et a` la sortie de la lentille). Dans une lentille a` zones de Fresnel, c’est
la diffraction qui est a` l’origine de la de´viation des rayons incidents.
Dans sa version la plus simple, la lentille a` zones de Fresnel est un syste`me optique
plan constitue´ d’une succession d’anneaux concentriques, alternativement opaques et
transparents (voir figures 5.2 et 5.3). Chaque fente transparente diffracte le faisceau
incident, qui est re´e´mis dans toutes les directions selon le principe d’Huygens-Fresnel
(Chartier, 2005, chapitre 7), ces ondes secondaires e´tant susceptibles d’interfe´rer construc-
tivement.
Notons que, contrairement a` la diffusion des rayons X aux petits angles (de´crite au
chapitre 4), dont le formalisme est identique a` celui de la diffraction dite de Fraunho¨fer,
les phe´nome`nes de´crits rele`vent de la the´orie de Fresnel, pour laquelle la distance
du point d’observation a` la lentille est grande devant la longueur d’onde du faisceau
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FIG. 5.3: Sche´ma de principe d’une lentille a` zones de Fresnel. Vue de face (gauche), et coupe
(droite). Les images d’ordre m = 1, m = 3 et m = 5 ont e´te´ repre´sente´es pour un faisceau
incident paralle`le, et paralle`le a` l’axe optique. Le ste´nope´ (pinhole), permet d’e´liminer les
recouvrements d’ordres, en bloquant les images d’ordre m > 1.
incident, mais pas ne´cessairement devant la taille de la lentille (diffraction en champ
proche).
Soit rn le rayon de la n–ie`me frontie`re circulaire, de sorte que r2k+1 ≤ r ≤ r2k+2
corresponde a` la k–ie`me zone transparente. Si les rn respectent la relation (Attwood, 2007,
chapitre 9)
r2n =
√
nλ f +
n2λ2
4
≃ nλ f ,
alors une onde plane, polarise´e et monochromatique de longueur d’onde λ est concentre´e
dans le plan focal situe´ a` la distance f du centre optique : la lentille a` zones de Fresnel
forme une image ponctuelle d’un faisceau incident paralle`le.
Une e´tude plus comple`te de la diffraction par les lentilles a` zones de Fresnel montre
que celles-ci se comportent comme des lentilles re´fractives usuelles ; les relations de
conjugaison de Descartes (Chartier, 2005, chapitre 3) sont notamment ve´rifie´es. La qualite´
des images forme´es par la lentille est de plus donne´e par la largeur ∆r = rN − rN−1 de la
dernie`re zone de Fresnel (rN e´tant le rayon de la lentille, c’est-a`-dire le rayon exte´rieur de
la dernie`re zone). En effet, la re´solution δ (de´finie par le crite`re de se´paration de Rayleigh),
et la profondeur de champ ∆z sont donne´es par (Attwood, 2007)
δ ≃ 1.22∆r, ∆z = ∆r
2
λ
. (5.4)
Une lentille a` zones de Fresnel se distingue toutefois d’une lentille re´fractive classique
par le fait qu’elle forme d’un faisceau incident paralle`le une se´rie d’images d’ordre
m = 1, 3, . . ., situe´es aux distances
fm =
f
m
=
f1
m
=
1
m
r2N
Nλ
, (5.5)
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du centre de la lentille, la re´solution associe´e e´tant δm = δ/m.
La re´solution associe´e aux images d’ordre m > 1 est donc plus e´leve´e que celle
associe´e a` l’image d’ordre un, et il est naturel de vouloir exploiter en microscopie les
images d’ordre le plus e´leve´ possible. La relation pre´ce´dente fait toutefois apparaıˆtre le
caracte`re chromatique d’une lentille a` zones de Fresnel, c’est-a`-dire la forte de´pendance
des distances focales vis-a`-vis de la longeur d’onde du faisceau incident (rN e´tant un
parame`tre ge´ome´trique fixe´). Afin que les aberrations chromatiques n’affectent pas
la re´solution spatiale, la largeur spectrale du faisceau incident doit ve´rifier l’ine´galite´
(Rehbein et coll., 2009)
∆λ
λ
=
∆E
E
≤ 1
mN
, (5.6)
qu’il est difficile d’assurer avec les monochromateurs classiques pour m > 1.
La ge´ome´trie (e´paisseur), les mate´riaux constitutifs et les proce´de´s de fabrication des
lentilles a` zones de Fresnel font l’objet d’actives recherches (voir par exemple Rehbein
et coll., 2007) qui ont permis d’atteindre des re´solutions de l’ordre de 15 nm (Chao
et coll., 2005). Les meilleures re´solutions a` ce jour ont e´te´ obtenues avec le microscope
U41/TXM (Bessy II) et une lentille a` zones de Fresnel (formant objectif) en or, pre´sentant
les caracte´ristiques suivantes
rN = 45µm, ∆rN = 25 nm, N = 900,
soit une re´solution the´orique a` δ = 1.22× 25/3 ≃ 10 nm, lorsque l’image d’ordre 3 est
utilise´e ; la re´solution re´ellement mesure´e est en re´alite´ voisine de 15 nm (Rehbein et coll.,
2009).
5.1.3 Microscopes a` rayons X
Les lentilles a` zones de Fresnel pre´sente´es au paragraphe 5.1.2 re´pondent au milieu
des anne´es 80 au manque de syste`mes optiques permettant la focalisation des rayons
X. L’apparition de ces lentilles a ainsi rendu possible la construction et l’exploitation de
microscopes utilisant ce type de rayonnement ; le fonctionnement de ces microscopes
est tre`s semblable a` celui des microscopes optiques. On les range ge´ne´ralement en deux
cate´gories : les microscopes a` balayage, et les microscopes en plein champ. Ces deux
familles sont de´crites ci-apre`s.
5.1.3.1 Microscopes a` balayage
Dans un microscope a` balayage (voir figure 5.4), l’image (quasi ponctuelle) d’un
faisceau incident paralle`le, focalise´ par exemple par une lentille a` zones de Fresnel, est
utilise´e pour sonder l’e´chantillon en un point donne´. Par translation de l’e´chantillon, on
obtient une image comple`te de celui-ci. Le dispositif est particulie`rement simple, puis-
qu’il ne ne´cessite pas d’objectif (a` l’aval de l’objet), ni de de´tecteur spatialement re´solu.
De plus, il permet d’effectuer en chaque point plusieurs mesures (outre la transmission),
telles que de´tection de photons e´mis par fluorescence, ou par effet photoe´lectrique ; la
spectromicroscopie est e´galement possible.
Les doses de rayons X auxquelles est expose´ l’e´chantillon sont ge´ne´ralement plus
faibles que pour un microscope a` plein champ, ce qui peut eˆtre un avantage de´cisif en
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FIG. 5.4: Sche´ma de principe d’un microscope X a` balayage.
biologie ; le prix a` payer est toutefois un temps d’acquisition plus e´leve´ (la mesure de
l’intensite´ en chaque point de l’image e´tant effectue´e se´quentiellement).
5.1.3.2 Microscopes a` plein champ
Les microscopes a` plein champ se distinguent des microscopes a` balayage par le fait
que la totalite´ de l’objet est analyse´e en meˆme temps. Le dispositif correspondant (voir
figure 5.5), est plus complexe : d’une part, une source e´tendue est ne´cessaire, d’autre part,
une deuxie`me lentille est place´e a` l’aval de l’objet. Cette dernie`re tient lieu d’objectif, et
forme dans le plan du de´tecteur une image agrandie de l’objet. Notons que le de´tecteur
doit eˆtre spatialement re´solu, afin de permettre l’acquisition simultane´e de la totalite´ de
l’image ; il s’agit fre´quemment d’un capteur CCD.
Du fait de la pre´sence de syste`mes optiques entre l’e´chantillon et le de´tecteur (et
donc, d’une absorption supple´mentaire), l’e´chantillon est soumis a` des doses de rayons
X beaucoup plus e´leve´es que dans le cas de la microscopie a` transmission (Kirz et coll.,
1995). En contrepartie, les temps d’acquisition de chaque image sont tre`s re´duits, puisque
tous les pixels sont enregistre´s simultane´ment : cet avantage autorise une acquisition
re´solue en temps.
5.1.4 Microscopie X a` Bessy II, onduleur U41
Depuis le de´but des anne´es 2000, l’onduleur U41 est e´quipe´ de deux instruments de
microscopie X (Guttmann et coll., 2001) : un microscope a` transmission et un microscope
a` plein champ. Sauf mention contraire dans le texte, toutes les images pre´sente´es dans ce
chapitre ont e´te´ obtenues avec le microscope a` plein champ. Seul cet instrument est donc
pre´sente´ brie`vement dans ce paragraphe.
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FIG. 5.5: Sche´ma de principe d’un microscope X a` plein champ.
5.1.4.1 Imagerie en transmission
Le microscope a` plein champ U41/TXM se distingue du sche´ma ge´ne´rique 5.5 par
l’adoption re´cente (Guttmann et coll., 2009) d’un condenseur de type monocapillaire
ellipsoı¨dal. Ce nouveau dispositif, dont le principe est illustre´ sur la figure 5.6, remplace
la lentille a` zones de Fresnel place´e a` l’amont de l’e´chantillon, ainsi que le ste´nope´.
La relation (5.5)montre que la distance focale d’une lentille a` zones de Fresnel de´pend
fortement de l’e´nergie du faisceau incident. Ces lentilles remplissent donc ge´ne´ralement
la double fonction de condenseur et monochromateur (Howells et coll., 2007). Un tel
dispositif pre´sente de nombreux inconve´nients, parmi lesquels la ne´cessite´ de placer un
ste´nope´ entre le condenseur et l’e´chantillon, afin d’e´viter les recouvrements d’ordres
(voir figure 5.3), la zone centrale de la lentille a` zones de Fresnel (opaque) permettant
quant a` elle d’e´viter l’illumination directe (par les rayons non diffracte´s) de l’e´chantillon.
En pratique, le ste´nope´ est tre`s proche de l’e´chantillon, ce qui ne laisse que peu de
place a` celui-ci pour d’e´ventuelles rotations, et e´carte l’acce´s a` la troisie`me dimension
d’espace (tomographie). En outre, tout changement de l’e´nergie incidente ne´cessite de
repositionner l’objet dans le plan focal image du condenseur.
A l’inverse, un monocapillaire ellipsoı¨dal est achromatique sur une vaste gamme
d’e´nergies (Schroer et Lengeler, 2007). Il doit donc eˆtre pre´ce´de´ d’un monochromateur
distinct, ce qui conduit a` une se´paration des fonctions de monochromatisation et conden-
sation : l’utilisateur peut ainsi librement se´lectionner l’e´nergie du faisceau incident, sans
qu’il soit ne´cessaire de proce´der a` un nouvel alignement du condenseur, d’ailleurs plus
de´licat qu’avec une lentille a` zones de Fresnel (Howells et coll., 2007). En ce qui concerne
la tomographie, ce dispositif permet de se dispenser du ste´nope´, et il n’y a plus d’obstacle
a` la libre rotation de l’e´chantillon (sous re´serve d’utiliser un porte-e´chantillon adapte´).
Ce nouveau condenseur, ayant fait l’objet d’un fac¸onnage tre`s pre´cis, a ainsi permis
a` Guttmann et coll. (2009) de concentrer le faisceau incident sur une zone de taille
990× 620 nm2. Une source e´tendue e´tant ne´cessaire pour la microscopie a` plein champ,
le miroir ellipsoı¨dal est de´place´ en permanence, suivant un mouvement he´licoı¨dal :
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FIG. 5.6: Principe de fonctionnement du microscope U41/TXM, dans lequel la lentille a`
zones de Fresnel jouant le roˆle de condenseur est remplace´e par un monocapillaire (tronc¸on
d’ellipsoı¨de de re´volution). A la sortie du monochromateur FSG, le faisceau est concentre´
au foyer F′ de l’ellipsoı¨de. Compte-tenu des proprie´te´s de l’ellipse, tous les rayons e´mis
a` partir de ce point convergent a` l’autre foyer F, apre`s une re´flexion. L’objet a` observer
est place´ au droit du plan vertical passant par F. La lentille a` zones de Fresnel tient lieu
d’objectif, et produit sur le de´tecteur, comme dans un microscope optique classique, une
image agrandie de l’objet, si la distance entre l’objet et la lentille est supe´rieure a` sa distance
focale. Par translation du miroir ellipsoı¨dal dans le plan perpendiculaire a` l’axe optique,
la source ponctuelle balaye tout l’objet. Le masque permet de cre´er un faisceau incident
limite´ par deux coˆnes coaxiaux, et d’e´viter ainsi les recouvrements avec les images d’ordre
supe´rieur.
l’image du faisceau incident balaye ainsi la totalite´ de la surface du de´tecteur. On
tiendra compte au paragraphe 5.2.3 de la non-uniformite´ de la source (voir figure 5.7)
lors de la normalisation des images. Cette correction n’est toutefois que partielle, car
l’instationnarite´ de la source n’est pas conside´re´e.
Le monochromateur, de type focused spherical grating (FSG), pre´sente lui-meˆme d’ex-
cellentes performances (Guttmann et coll., 2009)
E
∆E
≃ 3 000, 250 eV ≤ E ≤ 600 eV,
qui permettent l’exploitation des images d’ordre m = 3 (voir e´quation (5.6), avec N =
900), la re´solution se trouvant ainsi ame´liore´e d’un facteur trois. C’est ainsi que Rehbein
et coll. (2009) ont re´cemment pu atteindre des re´solutions voisines de 15 nm sur cet
instrument.
La combinaison du monochromateur et du monocapillaire ellipsoı¨dal permet une
modification aise´e de l’e´nergie du faisceau incident, et donc l’acquisition d’une se´rie
d’images de la meˆme re´gion d’inte´reˆt, pour diffe´rentes valeurs de l’e´nergie E. Aux
effets de projection pre`s, les variations de l’intensite´ en un point donne´ (X,Y) de l’image
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1µm
FIG. 5.7: Image directe de la source e´tendue, obtenue par translation du miroir ellipsoı¨dal,
montrant la non-uniformite´ de l’e´clairage. Le rectangle place´ en haut et a` gauche de l’image
figure le faisceau lumineux (Guttmann et coll., 2009).
donnent acce´s aux variations du coefficient d’absorption line´aireµ (X,Y, E). Enmesurant
l’importance relative des divers pics de la courbe E 7→ µ (X,Y, E), et en comparant a` des
courbes de re´fe´rence e´tablies par ailleurs, on peut en the´orie identifier la phase pre´sente
au point (X,Y).
Pour finir, il est bon de rappeler une particularite´ du microscope U41/TXM : l’obser-
vation des les e´chantillons a lieu sous vide. Dans une paˆte de ciment, des modifications
de la microstructure conse´cutives au de´part de l’eau e´vaporable ne peuvent eˆtre exclues
(Richardson et Groves, 1993). On montrera toutefois au paragraphe 5.3.3 que si de telles
modifications ont lieu, elles sont sans effet sur les fonctions de corre´lation a` deux points
de la paˆte (et sont donc probablement limite´es).
5.1.4.2 Nanotomographie avec le microscope U41/TXM
Les observations tridimensionnelles (tomographiques) par microscopie X sont ren-
dues possibles par le fait que la profondeur de champ d’une lentille a` zones de Fresnel,
donne´e par l’e´quation (5.4), est de l’ordre de l’e´paisseur de l’e´chantillon.
L’histoire de la tomographie X est re´cente : l’une des premie`res de´monstrations, due
a` Haddad et coll. (1994), est effectue´e avec le microscope a` balayage du National Synchro-
tron Light Source a` Brookhaven (onduleur X1A1) sur un e´chantillon mode`le constitue´
de stries en or trace´es par lithographie e´lectronique. En combinant neuf projections
prises entre −50◦ et +55◦, les auteurs obtiennent une reconstruction tridimensionnelle
de l’e´chantillon. Bien que les artefacts de reconstruction limitent la re´solution a` environ
6µm, des de´tails de l’ordre de 1µm sont clairement identifiables.
La technique s’est peu a` peu ge´ne´ralise´e aux mate´riaux biologiques (Weiß et coll.,
2000) et ge´omate´riaux (Thieme et coll., 2003), et est maintenant d’un emploi relativement
courant (Attwood, 2006). L’e´chantillon est ge´ne´ralement inse´re´ dans un tube capillaire en
verre (diame`tre voisin de 10µm, e´paisseur 0.3µm, Thieme et coll., 2003), ce qui permet
en the´orie d’explorer la totalite´ des angles de rotation entre −90◦ et +90◦.
L’insertion de l’e´chantillon dans le tube capillaire est la phase de´licate de l’expe´rience ;
elle est impossible pour certains e´chantillons. C’est cette constatation qui a conduit a`
munir le microscope U41/TXM d’un porte-e´chantillon rotatif initialement de´veloppe´
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FIG. 5.8: Lorsque la zone d’inte´reˆt est e´loigne´e de l’axe de rotation, l’image est floue pour
des angles de rotation e´leve´s.
1µm
θ = 0◦ (img46742)
1µm
θ = +30◦ (img46772)
1µm
θ = +60◦ (img46802)
FIG. 5.9: La meˆme zone d’inte´reˆt, vue sous diffe´rents angles (la description de l’e´chantillon
est donne´e au paragraphe 5.2.1). La nettetete´ de l’image de´croıˆt avec la valeur de la rotation.
pour la microscopie e´lectronique a` transmission (Heim et coll., 2009). L’e´chantillon est
de´pose´ sur une grille, elle-meˆme inse´re´e dans le porte-e´chantillon.
Avec ce dispositif, la tomographie est limite´e, the´oriquement a` −80◦ ≤ θ ≤ +80◦. En
pratique, du faite de la proximite´ de l’e´chantillon et de la lentille a` zones de Fresnel, la
gamme des angles de rotation est restreinte a` −70◦ ≤ θ ≤ +70◦. De plus, les angles de
rotation effectivement exploitables pour un e´chantillon donne´s sont lie´s a` la distance de
la zone d’inte´reˆt a` l’axe de rotation (voir figure 5.8) : l’image de l’objet est floue lorsque
l’angle de rotation est trop grand. Ainsi, les trois images de la figure 5.9 repre´sentent la
meˆme zone d’inte´reˆt vue sous trois angles diffe´rents (la description de cet e´chantillon
est donne´e au paragraphe 5.2.1) : si l’objet vu a` 0◦ est parfaitement net, il n’en va pas de
meˆme pour une incidence θ = +60◦.
5.1.5 Transmission dans un microscope X
Reconstruire une image tridimensionnelle d’un objet a` partir d’une se´rie d’images
en transmission est un proble`me inverse ; il est ne´cessaire pour le re´soudre d’eˆtre a`
meˆme d’effectuer le calcul direct. En d’autres termes, on souhaite calculer l’image en
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transmission d’un objet tridimensionnel, les caracte´ristiques ge´ome´triques et physiques
du microscope e´tant spe´cifie´es. La me´thode classiquement utilise´e est celle dite du lancer
de rayons (ray-tracing). Elle consiste a` isoler un pixel de l’image, et a` conside´rer tous les
rayons issus de la (ou des) sources, et aboutissant (en respectant les lois de l’optique) a`
ce pixel. L’intensite´ de l’image en ce point est alors obtenue en sommant les intensite´s de
tous les rayons.
Dans le microscope U41/TXM, le calcul exact par lancer de rayons est possible, mais
complexe, du fait du passage des rayons au travers de la lentille a` zones de Fresnel(voir
figure 5.6). Toutefois, Weiß et coll. (2000) ont montre´ qu’on pouvait conside´rer avec
une excellente approximation que l’image re´sultait de l’illumination de l’objet par un
faisceau incident paralle`le (au grandissement pre`s). Ceci explique pourquoi dans le
mode`le mathe´matique pre´sente´ ci-apre`s (ainsi que dans la figure 5.10), la lentille a` zones
de Fresnel n’apparaıˆt pas explicitement.
Pre´cisons de´s a` pre´sent que la ge´ome´trie du microscope est suppose´e ici « parfaite »,
au sens ou` d’une part, le plan du de´tecteur est perpendiculaire a` l’axe optique, et
d’autre part, l’axe de rotation du porte-e´chantillon est perpendiculaire a` l’axe optique.
L’alignement des images expe´rimentales (voir paragraphe 5.4) aura entre autres pour but
de compenser les e´carts e´ventuels entre la ge´ome´trie re´elle du dispositif expe´rimental, et
celle ide´ale conside´re´e ici.
Le microscope est rapporte´ a` un repe`re fixe (eX , eY , eZ), tel que l’axe ZZ (oriente´
dans le sens de parcours des rayons X) soit porte´ par l’axe optique, et l’axe YY par l’axe
de rotation du porte-e´chantillon. Le plan du de´tecteur est donc paralle`le au plan XOY, et
situe´ a` la distance d du point O, origine du repe`re (place´e sur l’axe de rotation).
L’objet est quant a` lui rapporte´ a` un repe`re tournant (ex, ey, ez), de´duit du pre´ce´dent
par rotation d’axe eY, et d’angle θ. Si (x, y, z) sont les coordonne´es d’un point de
l’e´chantillon dans le repe`re tournant, les coordonne´es (X,Y, Z) de ce meˆme point dans
le repe`re fixe sont donne´es par les formules de changement de repe`re
X = x cosθ+ z sinθ, (5.7a)
Y = y, (5.7b)
Z = −x sinθ+ z cosθ. (5.7c)
L’e´chantillon est caracte´rise´ par la carte (x, y, z) 7→ µ (x, y, z) du coefficient local
d’absorption line´aire, exprime´e dans le repe`re propre de l’objet.
D’apre`s Weiß et coll. (2000), on peut conside´rer que l’e´chantillon est illumine´ par un
faisceau paralle`le, d’intensite´ I0 et de direction eZ. Les e´quations parame´triques (dans le
repe`re local de l’objet) du rayon aboutissant au pixel (X,Y) du de´tecteur se de´duisent
donc par simple inversion des formules de changement de repe`re ci-dessus
x = X cosθ− Z sinθ,
y = Y,
z = X sinθ+ Z cosθ,
ou` Z (abscisse curviligne le long du rayon) est un parame`tre libre, tandis que X, Y et
θ sont fixe´s. L’inte´gration le long de ce rayon de la loi de Lambert (5.1) donne donc
l’intensite´ en ce pixel
I (X,Y,θ) = I0 exp−
∫ +∞
−∞
µ (X cosθ− Z sinθ,Y,X sinθ+ Z cosθ) d Z, (5.8)
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FIG. 5.10: Principales notations utilise´es pour le calcul de l’image en transmission d’un
e´chantillon donne´.
ou` l’on conside`re que l’inte´grale porte sur la droite re´elle comple`te, e´tant entendu que
l’objet est toujours (quelle que soit la valeur de l’ange de rotation θ) comple`tement
contenu entre la source et le de´tecteur, et que l’absorption µ est nulle a` l’exte´rieur de
l’objet (µ est a` support compact).
La valeur absolue de l’intensite´ ne pre´sente ge´ne´ralement pas d’inte´reˆt (toutes les
analyses pre´sente´es ci-apre`s e´tant insensibles a` une multliplication des images par un
scalaire). Il est donc commode d’introduire la transmission T au point (X,Y)
T (X,Y,θ) =
I (X,Y,θ)
I0
.
Dans ce qui suit, on notera R (X,Y,θ) le logarithme de la transmission T au point
(X,Y). R est relie´ a` µ par la relation suivante
R (X,Y,θ) = ln T (X,Y,θ) =
∫ +∞
−∞
µ (X cosθ− Z sinθ,Y,X sinθ+ Z cosθ) d Z, (5.9)
qui fait apparaıˆtre R comme la transforme´e de Radon de µ. Les e´quations (5.8) ou (5.9)
permettent de calculer l’image d’un objet de´fini par la donne´e du champ (x, y, z) 7→
µ (x, y, z). Formellement, le calcul du champ µ a` partir des images en transmission
revient a` inverser la transformation de Radon (5.9).
5.2 Pre´sentation des expe´riences mene´es a` Bessy II
Les expe´riences de´crites dans ce paragraphe, et exploite´es dans la suite de ce chapitre
ont e´te´ conduites en avril, mai et novembre 2009, en collaboration avec P. J. Monteiro et
R. S. Chae, de l’universite´ de Californie a` Berkeley. Sur place, nous avons be´ne´ficie´ de
l’aide technique pre´cieuse de P. Guttmann et S. Heim.
5.2.1 Pre´paration des e´chantillons
Le porte-e´chantillon rotatif du microscope U41/TXM s’utilise en conjonction avec
des grilles, analogues a` celles utilise´es en microscopie e´lectronique a` transmission (leurs
dimensions sont plus faibles). Elles sont recouvertes d’un film plastique (formwar) quasi-
transparent aux rayons X. L’e´chantillon de paˆte de ciment, pre´alablement re´duit en
poudre, est disperse´ sur ce film, auquel les grains adhe`rent. Le broyage est effectue´ avec
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pre´caution dans un mortier d’agate, jusqu’a` atteindre une granulome´trie de l’ordre du
micron, permettant d’assurer une transmission suffisante (voir figure 5.1).
Il faut noter que les e´chantillons sont pre´serve´s aussi longtemps que possible de
la carbonatation. Ainsi, le stockage de longue dure´e de la paˆte de ciment a lieu dans
les conditions endoge`nes pre´sente´es au paragraphe 4.2.2. Toutefois, pour des raisons
pratiques e´videntes, seuls des e´chantillons de petites dimensions (environ 10× 10×
0.1mm3) ont e´te´ achemine´s par les airs a` Berlin ; a` partir de leur de´coupage, ils sont
conserve´s dans l’eau distille´e. Bien que les e´chantillons, aˆge´s, puissent eˆtre conside´re´s
comme stabilise´s, on ne peut donc exclure qu’une re´action d’hydratation ait e´te´ re´initie´e.
En somme, l’exposition au CO2 de l’air n’a lieu que durant les quelques minutes
pendant lesquelles la paˆte est re´duite en poudre, et disperse´e sur la grille de microscopie.
La chambre contenant le porte-e´chantillon e´tant elle-meˆme place´e sous vide, cette expo-
sition cesse de´s le de´but de l’acquisition des images. Les risques de carbonatation sont
donc tre`s faibles.
5.2.2 Se´ries d’images e´tudie´es dans ce chapitre
La campagne expe´rimentale comporte une vingtaine de se´ries tomographiques.
Seules deux d’entre elles seront exploite´es dans ce chapitre : les se´ries 20090530–04 et
20091107–08 ; elles sont pre´sente´es plus en de´tail ci-dessous.
5.2.2.1 Description de la se´rie 20090530–04
Il s’agit d’une paˆte de ciment Portland ordinaire, hydrate´e deux mois avant l’observa-
tion. Le rapport eau-sur-ciment est w/c = 0.5, et la cure a eu lieu a` tempe´rature ambiente.
L’e´chantillon est observe´ a` 510 eV, avec une lentille a` zones de Fresnel pre´sentant les
caracte´ristiques suivantes
2rN = 90µm, ∆rN = 25 nm, N = 900.
La se´rie comporte 111 images (img46692 a` img46802), correspondant a` des angles
de rotation −50◦ ≤ θ ≤ +60◦, et des incre´ments ∆θ = 1◦. Sur ces images, un pixel
correspond a` un carre´ de dimensions ∆X = ∆Y = 5.3 nm. La figure 5.11 montre l’image
en transmission prise a` θ = 0◦.
5.2.2.2 Description de la se´rie 20091107–08
Il s’agit de la paˆte de´crite au paragraphe 4.2.2. L’e´chantillon est observe´ a` 346.5 eV,
avec une lentille a` zones de Fresnel pre´sentant les caracte´ristiques suivantes
2rN = 90µm, ∆rN = 40 nm, N = 560.
La se´rie comporte 161 images (img65781 a` img65941), correspondant a` des angles
de rotation −40◦ ≤ θ ≤ +40◦, et des incre´ments ∆θ = 0.5◦. Sur ces images, un pixel
correspond a` un carre´ de dimensions ∆X = ∆Y = 5.9 nm. La figure 5.11 montre l’image
en transmission prise a` θ = 0◦.
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1µm
img46742
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FIG. 5.11: Images en transmission a`θ = 0◦, pour les se´ries 20090530–04 (gauche), et 20091107–
08 (droite).
5.2.3 Normalisation des images
Toute mesure expe´rimentale fait intervenir le calibrage de l’appareil de mesure, c’est-
a`-dire la relation permettant de convertir la grandeur physique accessible a` l’expe´rience
en la grandeur physique que l’on cherche a` mesurer.
La normalisation permet d’assurer l’homoge´ne´ite´ des images d’une se´rie tomogra-
phique, de sorte qu’un meˆme niveau de gris (mesure´ sur deux images quelconques de la
se´rie) corresponde apre`s normalisation a` la meˆme intensite´ I. Il faut noter que la valeur
absolue de cette intensite´ est rarement recherche´e. En effet, si l’intensite´ est connue a` une
constante multiplicative pre`s, son logarithme (5.9) est connu a` une constante additive
pre`s. Or, on montre aise´ment que les analyses quantitatives pre´sente´es dans ce chapitre
sont invariantes par translation, qu’on pourra donc omettre de de´terminer.
Outre la prise en compte de la dure´e d’exposition de chaque image et de l’intensite´
du faisceau incident (toutes deux susceptibles de varier d’une image a` l’autre), la norma-
lisation doit tenir compte de la non-uniformite´ de la source (voir figure 5.7) ainsi que de
l’absorption du faisceau par le film sur lequel est de´pose´ l’e´chantillon.
La source e´tendue du microscope U41/TXM est obtenue par balayage d’un faisceau
de dimensions microme´triques (voir paragraphe 5.1.4). En adoptant pour trajectoire de
ce faisceau une courbe de Lissajous, on assure que tous les points de l’objet sont e´claire´s.
Malheureusement, on garantit e´galement que certains points seront visite´s plus souvent
que les autres par le faisceau : la source pre´sente donc une variabilite´ spatiale dont on
tient compte en divisant chaque image de la se´rie par une image directe (a` vide) de la
source (voir figure 5.7).
Une fois cette premie`re correction applique´e, il reste a` prendre en compte l’absorption
due au film, support de l’e´chantillon. La ne´cessite´ d’une telle observation est e´vidente
sur la figure 5.12, qui montre que pour le meˆme e´chantillon, l’absorption est susceptible
de varier significativement d’une image a` l’autre (les images extreˆmes a` θ = −50◦ et
θ = +60◦ sont beaucoup plus sombres que l’image a` θ = 0◦).
Cela tient au fait que le faisceau illuminant l’e´chantillon doit tout d’abord traverser le
film qui le supporte : l’e´paisseur a` traverser varie avec l’angle de rotation de l’e´chantillon
selon la loi t f / cosθ (voir figure 5.13), ou` tf est l’e´paisseur du film. L’intensite´ du faisceau
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FIG. 5.12: Images en transmission a` θ = −50◦ (gauche), θ = 0◦ (milieu) et θ = 60◦ (droite),
pour la se´rie 20090530–04. Les diffe´rences d’absorption moyenne d’une image a` l’autre sont
dues a` la pre´sence du film support.
t f
tf/ cosθ θ
FIG. 5.13: Absorption du faisceau incident a` travers le film support. Pour un angle de
rotation θ, la longueur traverse´e par le faisceau est tf/ cosθ.
en sortie du film est donc
Ibg (θ) = I0 exp− µftfcosθ ,
ou` I0 est l’intensite´ du faisceau incident. Ibg (θ) est l’intensite´ du faisceau qui illumine
effectivement l’e´chantillon : elle est faible aux grandes valeurs de θ, ce qui explique
que les images extreˆmes d’une se´rie tomographique soient plus sombres que les images
centrales.
Les algorithmes de reconstruction tridimensionnelle de se´ries tomographiques sup-
posent que l’objet est comple`tement inclus dans chaque image en transmission. Ce n’est
bien entendu pas le cas du film support, qui « traverse » l’image. Il est donc ne´cessaire,
pre´alablement a` toute reconstruction, de supprimer la contribution a` l’image finale de
l’absorption par le film. A cet effet, on adopte la de´marche de´crite ci-apre`s.
Ibg (θ) correspond au niveau de gris a` l’exte´rieur de l’objet. Comme cette valeur varie
spatialement (du fait des variations locales de l’e´paisseur du film support), on de´termine
un niveau de gris moyen. Pour cela, il est ne´cessaire de segmenter l’image, c’est-a`-dire
de classer les pixels en deux cate´gories, suivant leur appartenance (ou non) a` l’objet ;
le niveau de gris moyen des pixels situe´s a` l’exte´rieur de l’objet donne alors Ibg. Une
grande pre´cision n’est pas requise pour ce calcul et, on autorisera une classification dans
laquelle la frontie`re de l’objet n’est de´crite que de fac¸on approximative, du moment
que les zones les plus sombres de l’image sont effectivement e´limine´es. L’expe´rience
montre qu’un seuillage simple, base´ sur la seule analyse de l’histogramme des niveaux
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FIG. 5.14: Seuillage par maximisation de l’entropie, pour l’image a` θ = 0◦ de la se´rie
20090530–04. Ce filtre sous-estime le´ge`rement l’enveloppe des objets ; l’effet sur le calcul est
juge´ faible, car les zones les plus sombres sont bien e´limine´es.
1µm
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1µm
img46742
1µm
img46802
FIG. 5.15: Images de la figure 5.12, apre`s correction de la transmission a` travers le film
support.
de gris suffit, la valeur du seuil e´tant de´termine´e par maximisation de l’entropie associe´e
a` l’histogramme (Kapur et coll., 1985) (voir figure 5.14). Une fois le seuil de´termine´, on
calcule Ibg comme la moyenne des pixels dont la valeur de gris lui est est supe´rieure.
Pour chaque image de la se´rie conside´re´e, on obtient ainsi une valeur Ibg,i de l’inten-
site´ du fond (i = 0, 1, . . . : indice de l’image). L’image d’incide i normalise´e se de´duit
de l’image initiale par division par cette valeur. Applique´e aux images de la figure 5.12,
cette normalisation conduit aux images de la figure 5.15 : l’homoge´ne´ite´ de l’intensite´
moyenne est significativement ame´liore´e.
Bien que cela ne soit pas strictement ne´cessaire, il est inte´ressant de repre´senter
graphiquement l’intensite´ du fond Ibg,i en fonction de l’indice i de l’image, et de proce´der
a` l’ajustement
ln Ibg,i = ln I0 − µftfcos (θi −θ0) , (5.10)
θi correspondant a` l’angle de rotation de la i–e`me image de la se´rie. Ce travail est effectue´
sur la figure 5.16, ou` l’on constate pour les deux se´ries un excellent accord entre mesure
et pre´diction, ce qui valide la proce´dure de normalisation adopte´e ici.
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FIG. 5.16: Intensite´ du fond pour chaque image des se´ries 20090530–04 (gauche) et 20091107–
08 (droite). Sur chaque graphe sont repre´sente´es les valeurs mesure´es (b) et ajuste´es (a) a`
l’e´quation (5.10).
Remarquons pour conclure ce paragraphe que l’ajustement (5.10) permet d’acce´der a`
une estimation de l’angle de rotation initial θ0 de l’objet. On obtient ici
– se´rie 20090530–04 : θ0 = −54.00◦ (valeur the´orique θ0 = −50◦),
– se´rie 20091107–08 : θ0 = −44.68◦ (valeur the´orique θ0 = −40◦),
les e´carts s’expliquant par le fait que la valeur the´orique de θ0 correspond a` un angle me-
sure´ sur le porte-e´chantillon, tandis que la valeur obtenue par mesure sur les images cor-
respond a` l’inclinaison du plan du film support, ces deux angles n’e´tant pas ne´cessairement
e´gaux.
5.3 Calcul du spectre de diffusion a` partir d’images en
transmission
Les expe´riences de diffusion aux petits angles pre´sente´es au chapitre 4, et les expe´-
riences de microscopie X de ce chapitre donnent acce´s a` des informations structurales a
priori tre`s diffe´rentes. Dans ce paragraphe, ces deux techniques sont compare´es quanti-
tativement, et on montre qu’il est possible de retrouver le spectre de diffusion aux petits
angles d’un objet tridimensionnel a` partir de son image en transmission.
L’image obtenue par microscopie ne correspond pas a` une coupe, mais a` la projection
d’une tranche d’e´paisseur finie ; il n’existe dans ce cas pas de re´sultat de ste´re´ologie,
et l’analyse quantitative de ces images se fait ge´ne´ralement en ne´gligeant les effets de
projection. C’est ainsi que Levitz et coll. (1991) e´valuent sur une projection la fonction de
corre´lation a` deux points, et en prennent la transforme´e de Fourier isotrope. De meˆme,
Haubruge et coll. (2003) calculent la moyenne angulaire du spectre de puissance de
l’image en transmission, et le comparent au spectre de diffusion aux petits angles de
l’e´chantillon. Cette approche est valide lorsque l’e´chantillon est suffisamment mince, ce
qui n’est pas le cas des images pre´sente´es ici.
Une autre approche consiste a` se limiter a` une exploitation qualitative : sans faire
d’hypothe`se quant a` l’e´paisseur de l’e´chantillon, il est possible de calculer le spectre de
puissance de l’image en transmission ; les pics de ce spectre de puissance indiquent des
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distances caracte´ristiques dans le syste`me initial, que l’on peut estimer quantitativement
(Sutton et coll., 2005).
Finalement, lorsqu’une se´rie tomographique est disponible, il est possible d’e´valuer le
spectre de diffusion aux petits angles directement sur la reconstruction tridimensionnelle.
Cette approche, fastidieuse, a e´te´ mise en œuvre par Drummy et coll. (2008).
Il est en fait possible de montrer que le spectre de diffusion aux petits angles est direc-
tement relie´ a` la transforme´e de Fourier du logarithme de l’image en transmission, et pas
de l’image initiale. L’analyse propose´e pre´sente l’inte´reˆt de s’appliquer indiffe´remment a`
une image en transmission isole´e, ou a` une se´rie tomographique ; de plus, contrairement
a` l’analyse tridimensionnelle (reconstruction), le traitement pre´alable des images est tre`s
limite´, puisque seule la normalisation prenant en compte la non-uniformiite´ de la source
est ne´cessaire (voir paragraphe 5.2.3). Ni la correction tenant compte de l’absorption du
film support, ni l’alignement des images ne sont ne´cessaires.
5.3.1 Principe de la me´thode
Nous avons vu au paragraphe 5.1.5 qu’a` une constante pre`s, le logarithme de la
transmission n’e´tait autre que la transforme´e de Radon du champ tridimensionnel µ
(coefficient local d’absorption line´aire de l’objet). La relation (5.9) prend une forme tre`s
inte´ressante dans l’espace de Fourier. Pour le voir, on conside`re la transforme´e de Fourier
bidimensionnelle (en X et Y) de R, de´fini par (5.9) ; celle-ci est donne´e par
FXY [R] (KX ,KY ,θ) =
∫
(X,Y)∈R2
R (X,Y,θ) exp−ı (KXX + KYY) dX dY,
ou` (KX ,KY) de´signent les variables associe´es dans l’espace de Fourier aux coordonne´es
(X,Y) du pixel courant. Introduisant l’e´quation (5.9), on obtient
FXY [R] (KX ,KY ,θ) =
∫
(X,Y,Z)∈R3
µ (X cosθ− Z sinθ,Y,X sinθ+ Z cosθ)
exp−ı (KXX + KYY) dX dY d Z.
En effectuant dans l’inte´grale pre´ce´dente le changement de variables (de jacobien
unite´, puisqu’il s’agit d’une simple rotation)
X cosθ− Z sinθ = x, Y = y, X sinθ+ Z cosθ = z,
on obtient
FXY [R] (KX ,KY ,θ)
=
∫
(x,y,z)∈R3
µ (x, y, z) exp−ı [KXx cosθ+ KYy + KXz sinθ] d x d y d z,
ou` l’on reconnaıˆt l’expression de la transforme´e de Fourier tridimensionnelle du champ
µ. En d’autres termes
FXY [R] (KX ,KY ,θ) = Fxyz [µ] (KX cosθ,KY ,KX sinθ) , (5.11)
cette relation constituant la base des me´thodes de reconstruction dites analytiques (voir
paragraphe 5.5.1.1). L’e´galite´ (5.11) est toutefois sensible a` la phase, donc aux translations
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des images dans le plan XY du de´tecteur. Son exploitation comple`te ne´cessite donc un
alignement pre´alable des images, voir paragraphe 5.4.
Dans le pre´sent paragraphe, on s’inte´resse seulement a` l’e´galite´ des modules des
deux membres de l’e´quation (5.11), qui est elle invariante par translation des images. Le
carre´ du module du membre de gauche constitue le spectre de puissance P (KX ,KY ,θ) du
logarithme de l’image
P (KX ,KY ,θ) = |FXY [R] (KX ,KY ,θ)|2 , (5.12)
tandis que la transforme´e de Fourier de l’autocorre´lation du champ tridimensionnel µ
apparaıˆt dans le membre de droite (the´ore`me deWiener-Kintchine). L’analyse directe des
images en transmission donne donc acce´s sans approximation a` la fonctionnelle statistique
a` deux points
∣∣Fxyz [µ]∣∣2, dont l’interpre´tation est identique a` celle d’un spectre de
diffusion aux petits angles (voir le paragraphe 4.1 du chapitre 4). En fait, dans le cas d’un
milieu biphasique,
∣∣Fxyz [µ]∣∣2 est meˆme confondue (a` un facteur pre`s) avec le spectre de
diffusion aux petits angles de l’e´chantillon
∣∣Fxyz [µ]∣∣2 (kx, ky, kz) = I (kx, ky, kz) ,
(voir notamment les e´quations (4.2) et (4.3b)).
L’analyse pre´ce´dente permet donc de croiser deux techniques expe´rimentales : la
diffusion des rayons X aux petits angles d’une part, et la microscopie X en transmission
d’autre part, par la relation
P (KX ,KY ,θ) = I (KX cosθ,KY ,KX sinθ) . (5.13)
A ce stade, on doit distinguer deux cas.
5.3.1.1 Analyse d’une unique image en transmission
Si on dispose d’une unique image en transmission, on peut supposer que cette image
correspond a` une incidence nulle. En substituant θ = 0 dans la relation (5.13), on obtient
P (KX ,KY) = I (KX ,KY , 0) .
On n’a donc pas acce´s a` la totalite´ du spectre de diffusion aux petits angles, sauf si l’on
admet l’isotropie statistique de l’e´chantillon, auquel cas
P (KX ,KY) = P (K) , K =
√
K2X + K
2
Y ,
I
(
kx, ky, kz
)
= I (k) , k =
√
k2x + k
2
y + k
2
z ,
d’ou` l’on de´duit
P (K) = I (K) . (5.14)
En d’autres termes, la moyenne angulaire (isotrope) du spectre de puissance P de
l’unique image en transmission est confondue (a` un facteur pre`s) avec le spectre de
diffusion aux petits angles de l’e´chantillon, I.
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5.3.1.2 Analyse d’une se´rie tomographique
Lorsqu’on dispose d’une se´rie tomographique comple`te (−π/2 ≤ θ ≤ π/2) d’un
objet comple`tement inclus dans toutes les images, on peut calculer son spectre de
diffusion anisotrope pour une valeur quelconque du vecteur d’onde k =
(
kx, ky, kz
)
par
la relation
I
(
kx, ky, kz
)
= P[
√
k2x + k
2
z , ky, atan (kz/kx)]. (5.15)
La relation pre´ce´dente permet de calculer la moyenne angulaire isotrope du spectre
de diffusion, de´finie par
I (k) =
1
4π
∫
0≤θ≤2π
∫
−π/2≤ϕ≤π/2
I (k cosθ cosϕ, k sinϕ, k sinθ cosϕ) cosϕ dϕ dθ,
ou`θ etϕ diffe`rent des coordonne´es sphe´riques usuelles. La substitution de (5.15) conduit
a`
I (k) =
1
4π
∫
0≤θ≤2π
∫
−π/2≤ϕ≤π/2
P (k cosϕ, k sinϕ,θ) cosϕ dϕ dθ.
L’inte´gration enϕ correspond a` une moyenne sur des cercles de rayon k, ponde´re´e par
le jacobien cosϕ (ou`ϕ est l’angle polaire dans le plan de l’image), tandis que l’inte´gration
en θ correspond a` une moyenne d’une image a` l’autre. Ainsi, pour M images en trans-
mission prises a` des angles θ0 + i∆θ (∆θ =
π
M )
I (k) ≃ 1
2
∫ π
2
− π2
〈P〉 (k cosϕ, k sinϕ) cosϕ dϕ,
ou` 〈P〉 est la moyenne arithme´tique des spectres de puissance des M images en trans-
mission
〈P〉 (KX ,KY) = 1
M
M−1
∑
i=0
P (KX ,KY ,θ0 + i∆θ)
En re´sume´, pour calculer le spectre isotrope de diffusion aux petits angles d’un
objet pour lequel on dispose d’une se´rie tomographique comple`te, il suffit de calculer
le spectre de puissance de chaque image en transmission, puis de calculer la moyenne
angulaire bidimensionnelle (ponde´re´e par le jacobien cosϕ) du spectre de puissance
moyen (moyenne arithme´tique).
Si la se´rie tomographique est incomple`te (c’est-a`-dire si la gamme des angles de
rotation θ n’est pas d’amplitude π), et si l’objet est statistiquement isotrope, les re´sultats
du paragraphe pre´ce´dent (analyse d’une image unique) s’appliquent encore. Il est
toutefois favorable dans ce cas, pour re´duire le bruit, d’effectuer le calcul sur la moyenne
arithme´tique des spectres de puissance des images en transmission. On calcule ensuite
une moyenne angulaire bidimensionnelle du spectre de puissance moyen 〈P〉, sans
appliquer le jacobien cosϕ
I (k) ≃ 1
π
∫ π
0
〈P〉 (k cosϕ, k sinϕ) dϕ.
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FIG. 5.17: Image en transmission (gauche) et (logarithme du) spectre de puissance corres-
pondant (droite) d’une sphe`re de rayon a = 32 pixels, plonge´e dans une image de taille
1024× 1024 pixels2. Dans l’image de droite, l’origine (KX = 0,KY = 0) est place´e au centre.
5.3.2 Imple´mentation pratique et validation
Dans le paragraphe pre´ce´dent, il a e´te´ de´montre´ que les images en transmission d’un
objet peuvent eˆtre utilise´es directement et sans approximation pour calculer le spectre
de diffusion aux petits angles de ce meˆme objet. Cette nouvelle approche d’un proble`me
de´ja` aborde´ par Drummy et coll. (2008) permet de s’affranchir de la reconstruction
tridimensionnelle pre´alable (et donc des difficulte´s que celle-ci comporte : alignement,
coˆne manquant, . . . ). Elle comporte toutefois quelques difficulte´s lie´es a` l’e´valuation
d’un spectre de puissance, dont le calcul sans pre´caution peut conduire a` d’importants
effets de bord, au point de fausser comple`tement le re´sultat. La me´thode pre´sente´e dans
ce paragraphe pour limiter ces effets est classique (Press et coll., 1992, chapitre 13). Elle
est illustre´e sur quelques images en transmission synthe´tiques.
La formule (5.14) est tout d’abord teste´e sur l’exemple simple d’une sphe`re isole´e de
rayon a, plonge´e dans une image de grande taille (ici, 1024× 1024). Les effets de bord
sont absent de cet exemple (on comprendra pourquoi plus loin), ce qui permet de valider
l’utilisation de la transforme´e de Fourier rapide (FFT) pour estimer spectre de puissance
de la fonction R (X,Y). L’image en transmission de la sphe`re est aise´ment calcule´e (voir
figure 5.17, gauche), et le spectre de puissance obtenu par FFT est repre´sente´ sur la figure
5.17 (droite). L’isotropie est bien ve´rifie´e, puisque les lignes de niveau sont circulaires. La
moyenne angulaire (bidimensionnelle) de ce spectre conduit a` la courbe de la figure 5.18,
sur laquelle on constate le tre`s bon accord avec le calcul the´orique. Le le´ger de´phasage
qu’on observe en e´chelle line´aire tient au pas de discre´tisation de la sphe`re.
On teste maintenant le calcul avec l’assemble´e de sphe`res dures conside´re´e au pa-
ragraphe 4.3 (sphe`res monodisperses de rayon a = 0.5, fraction volumique f = 0.4)
du chapitre 4. Comme dans ce chapitre, les re´sultats sont compare´s aux formules semi-
empiriques de Verlet etWeis (1972). L’image en transmission sous incidence nulle (θ = 0◦)
est repre´sente´e sur la figure 5.19, tandis que la figure 5.20 montre le re´sultat de l’applica-
tion « naı¨ve » de la de´marche pre´ce´dente
1. e´valuation de la FFT de l’image de R (X,Y), ainsi que du carre´ de son module
(figure 5.20, gauche),
2. e´valuation de la moyenne angulaire bidimensionnelle, et comparaison au spectre
de re´fe´rence (figure 5.20, droite).
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FIG. 5.18: Spectre de diffusion du syste`me de la figure 5.17, e´value´ sur une unique image
en transmission. A gauche, repre´sentation en e´chelle log–log, a` droite, agrandissement en
e´chelle line´aire de la zone du premier lobe. Un le´ger de´phasage entre la courbe the´orique (a)
et calcule´e (b) s’explique par la discre´tisation de la sphe`re (le rayon apparent de la « sphe`re »
n’est pas exactement e´gal a` 32 pixels).
FIG. 5.19: Image en transmission (1024 × 1024 pixels2) de l’assemble´e de sphe`res dures
conside´re´e.
La courbe de la figure 5.20 (droite) montre que le calcul est satisfaisant aux grandes
valeurs de q, mais s’e´carte significativement du re´sultat attendu pour q→ 0. Cela tient
aux proble`mes de coupure inhe´rents a` tout calcul nume´rique d’une transforme´e de
Fourier. L’e´quation (5.12)montre en effet qu’il s’agit d’estimer la transforme´e de Fourier
bidimensionnelle du logarithme R (X,Y) de la fonction de transmission T (X,Y). Or, les
valeurs de T ne sont connues que sur un domaine borne´ (de´fini par les dimensions de
l’image) de R2, et l’approche qualifie´e de « naı¨ve » revient a` conside´rer que R est nulle
a` l’exte´rieur de l’image. Le spectre de puissance est donc e´value´ comme celui d’une
fonction a` support borne´, et cette hypothe`se introduit une discontinuite´ de la fonction
R (X,Y) le long du bord de l’image. Elle se traduit dans l’espace re´ciproque par des
oscillations de grande amplitude pour KX → 0 ou KY → 0 : c’est l’origine de la « croix »
brillante que l’on peut observer sur la figure 5.20 (gauche).
Pour reme´dier a` ce proble`me, on a classiquement recours a` un filtre d’apodisation
(Harris, 1978). Ainsi, on remplace dans l’expression (5.12) la fonction R par R˜ donne´e
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FIG. 5.20: Calcul « naı¨f » du spectre de diffusion de l’assemble´e de sphe`res de la figure 5.19.
A gauche, spectre de puissance de l’image en transmission. A droite, moyenne angulaire
de ce spectre (b), et comparaison avec la re´fe´rence de Verlet et Weis (1972) (a). Si aucune
pre´caution n’est prise pour limiter les effets de bord lors de l’e´valuation de la transforme´e
de Fourier, on observe une importante de´viation aux faibles valeurs de q.
par
R˜ (X,Y) = w
(
X
W
)
w
(
Y
H
) [
R (X,Y)− R] , (5.16)
ou` W × H de´signent les dimensions de l’image, R son niveau de gris moyen, et w
une « feneˆtre » d’apodisation. Dans l’expression pre´ce´dente, on soustrait a` R sa valeur
moyenne pour les meˆmes raisons que celles pour lesquelles on soustrait au chapitre 4 a`
la densite´ e´lectronique ρ sa moyenne volumique ρ (voir notamment la justification de
l’e´quation (4.23)).
La zoologie des feneˆtres est tre`s varie´e, mais toutes sont base´es sur les meˆmes
principes : t 7→ w (t) est une fonction continue, e´gale a` 1 en t = 1/2, et nulle en t = 0 et
t = 1. En d’autres termes, l’image initiale est modifie´e de fac¸on a` assurer qu’elle s’annule
continuˆment au voisinage du bord de l’image. On utilisera ici la feneˆtre dite de Hann,
de´finie par l’expression suivante
w (t) =
1
2
[1− cos (2π t)] .
La figure 5.21 repre´sente a` gauche la feneˆtre de Hann, et au centre, l’image de´duite
par la relation (5.16) de celle de la figure 5.19. Il faut noter que le calcul de la transforme´e
de Fourier de R˜ conduit a` une estimation de la transforme´e de Fourier de R, convolue´e
par un filtre qui n’est autre que la transforme´e de Fourier de la feneˆtre. Ce filtre est pique´
au voisinage de l’origine, ce qui justifie l’identification (sauf aux tre`s petites valeurs de
KX et KY) de FXY[R˜] a` FXY[R].
Finalement, nous avons de´ja` mentionne´ que la transforme´e de Fourier continue
FXY[R˜] e´tait e´value´e par FFT, c’est-a`-dire comme une transforme´e de Fourier discre`te
(TFD). Or, la TFD suppose la pe´riodicite´ des donne´es ; calculer par TFD le spectre de
puissance directement sur l’image initiale (de taille W × H) conduit donc a` corre´ler
indument le bord droit (resp. haut) de l’image avec son bord gauche (resp. bas). Afin de
ne pas introduire d’artefact de calcul, cette image est incluse dans une image nulle, de
taille double 2W × 2H (on parle de zero-padding) : pour des se´parations infe´rieures a` la
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FIG. 5.21: A gauche, la feneˆtre bidimensionnelle utilise´e est un produit tensoriel de deux
feneˆtres de Hann 1d. Au centre, les fluctuations de l’image de la figure 5.19 sont multiplie´es
par la feneˆtre de Hann 2d. Finalement, l’image centrale est incluse dans une image nulle,
deux fois plus e´tendue.
taille de l’image initiale, on a ainsi l’assurance qu’aucun pixel n’est corre´le´ avec l’une de
ses propres images pe´riodiques.
Le calcul du spectre de puissance par FFT peut alors eˆtre effectue´ sur les images ainsi
pre´pare´es, et la proce´dure comple`te devient
1. soustraction a` l’image de son niveau de gris moyen,
2. multiplication par la feneˆtre,
3. inclusion dans une image deux fois plus e´tendue,
4. calcul de la FFT et du carre´ de son module,
5. calcul de la moyenne angulaire de ce spectre.
L’application de cette proce´dure a` l’image de la figure 5.19 conduit au spectre de
puissance repre´sente´ sur la figure 5.22. La « croix » a bien disparu de l’image du spectre
de puissance. Toutefois, la moyenne angulaire de ce spectre n’est gue`re ame´liore´e pour
K → 0. Compte-tenu de la discussion du paragraphe 4.3, les divergences a` K → 0
peuvent eˆtre attribue´es a` un manque de repre´sentativite´ statistique. En effet, le spectre
de puissance pour K → 0 caracte´rise les fluctuations du niveau moyen de gris, dont une
unique image ne peut bien suˆr rendre compte.
Au chapitre 4, une feneˆtre d’observation avait alors e´te´ conside´re´e, et le spectre de
puissance de la seule matie`re contenue dans cette feneˆtre avait e´te´ calcule´. En multlipliant
les positions de la feneˆtre dans la boıˆte, on simule alors les fluctuations statistiques ab-
sentes du calcul pre´ce´dent. A cette occasion, le lien avec la me´thode des pe´riodogrammes
(Welch, 1967) avait e´te´ mentionne´, la force de la me´thode expose´e au chapitre 4 re´sidant
dans le fait qu’aucun filtre d’apodisation n’e´tait utilise´, ce qui permettait d’e´tablir un
lien explicite entre le spectre calcule´ et le spectre re´el (4.26).
Bien que la taille de la feneˆtre d’observation soit choisie de fac¸on a` e´viter les sur-
corre´lations, la pe´riodicite´ de la boıˆte de simulation intervient explicitement dans la
de´monstration de la relation (4.26). La me´thode de calcul du spectre de diffusion aux
petits angles expose´e au chapitre 4 n’est donc pas directement ge´ne´ralisable au proble`me
conside´re´ ici. En revanche, la me´thode des pe´riodogrammes s’applique.
Pre´alablement au calcul du spectre de puissance, on re´alise donc avec l’image initiale
une mosaı¨que contenant M× N « tuiles », chaque tuile recouvrant la pre´ce´dente par
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FIG. 5.22: Calcul « naı¨f » du spectre de diffusion de l’assemble´e de sphe`res de la figure 5.19.
A gauche, spectre de puissance de l’image en transmission. A droite, moyenne angulaire
de ce spectre (b), et comparaison avec la re´fe´rence de Verlet et Weis (1972) (a). Si aucune
pre´caution n’est prise pour limiter les effets de bord lors de l’e´valuation de la transforme´e
de Fourier, on observe une importante de´viation aux faibles valeurs de q.
FIG. 5.23: De´coupage de l’image de la figure 5.19 (reproduite a` gauche) en une mosaı¨que de
neuf images, de dimensions moitie´, se recouvrant par moitie´. Les traits de couleur indiquent
sur l’image initiale les bords de la tuile conside´re´e.
moitie´ (le recouvrement est un point cle´). Le re´sultat de ce de´coupage pour l’image de la
figure 5.19 est pre´sente´ sur la figure 5.23 (avec M = N = 3). Le calcul de´crit ci-dessus
(avec apodisation et zero-padding) est effectue´ sur chacune des tuiles, et on calcule la
moyenne arithme´tique des MN spectres de puissance en re´sultant. Dans l’exemple
conside´re´, on obtient le spectre repre´sente´ en figure 5.24, dont la moyenne angulaire
a un comportement beaucoup plus satisfaisant lorsque K → 0, au prix toutefois d’un
biais important introduit par la me´thode des pe´riodogrammes (Welch, 1967). Comme
au chapitre 4, ce biais se traduit par un e´largissement des pics du spectre, ainsi qu’une
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FIG. 5.24: A gauche, moyenne arithme´tique des spectres de puissance des neuf « tuiles » de
la figure 5.23. A droite, la moyenne angulaire en re´sultant (b), superpose´e a` la re´fe´rence de
Verlet et Weis (1972) (a). Le comportement a` l’origine (q→ 0) du spectre de diffusion I (q)
est quelque peu ame´liore´, mais le biais introduit par la me´thode des pe´riodogrammes est
tre`s sensible (e´talement des pics successifs).
diminution de leur amplitude.
5.3.3 Applications
La me´thode pre´sente´e au paragraphe 5.3.1, permettant le calcul du spectre de dif-
fusion aux petits angles a` partir d’images en transmission a e´te´ valide´e au paragraphe
pre´ce´dent 5.3.2. Dans le pre´sent paragraphe, elle est applique´e a` des paˆtes de ciment, et
compare´e a` des expe´riences de diffusion des rayons X aux petits angles conduites sur le
meˆme mate´riau.
L’exemple pre´sente´ ici correspond a` la se´rie tomographique 20090306–01, obtenue
en mars 2009 avec le microscope U41/TXM. Il s’agit de la paˆte de ciment de´crite au
paragraphe 4.2.2 du chapitre 4, dont la pre´paration diffe`re toutefois des se´ries 20090530–
04 et 20091107–08. En effet, les grilles utilise´es a` cette e´poque n’e´taient pas couvertes
d’un film transparent. Seuls les grains de ciment qui ont adhe´re´ a` l’un des barreaux de la
grille ont pu eˆtre visualise´s. C’est le cas du grain visible sur les images de la figure 5.25
L’e´chantillon est observe´ a` 510 eV, la lentille a` zones de Fresnel utilise´e e´tant identique
a` celle utilise´e lors de l’acquisition des images de la se´rie 20091107–08.
La se´rie comporte 109 images (img33327 a` img33435), correspondant aux angles
de rotation −27◦ ≤ θ ≤ 27◦, avec un incre´ment ∆θ = 0.5◦. Sur ces images, un pixel
correspond a` un carre´ de dimensions ∆X = ∆Y = 15.6 nm.
La se´rie tomographique est incomple`te, on conside`re donc comme inde´pendantes les
109 images en transmission. Dans ce cas, on calcule le spectre de puissance de chaque
image ; afin de re´duire le bruit, on calcule alors la moyenne arithme´tique des spectres
bidimensionnels. On obtient alors le spectre de puissance repre´sente´ sur la partie gauche
de la figure 5.26. En partie droite de cette figure est trace´ le spectre de diffusion (moyenne
angulaire du spectre de puissance).
L’observation des images de la figure 5.25 montre qu’une fraction de la grille de
microscopie est clairement identifiable sur l’ensemble des images de la se´rie : le calcul du
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FIG. 5.25: Images en transmission de la se´rie 20090306–01 pour θ = −27◦ (gauche), θ = 0◦
(centre) et θ = +27◦ (droite). La masse sombre situe´e en partie infe´rieure de l’image
correspond au barreau de la grille de microscopie auquel le grain de ciment a adhe´re´.
spectre de puissance en est perturbe´, comme le montre la figure 5.26 (gauche), le´ge`rement
anisotrope.
Afin d’e´valuer l’effet de cette anisotropie sur le calcul du spectre de diffusion, la
me´thode des pe´riodogrammes est donc applique´e a` l’image 33435. Huit feneˆtres de
taille 512× 512 sont se´lectionne´es dans la zone indique´e en rouge sur la figure 5.25. Pour
chacune de ces feneˆtres, on e´value le spectre de puissance, dont la moyenne arithme´tique
est repre´sente´e sur la figure 5.27.
Sur le graphe de la figure 5.26 sont superpose´es les moyennes angulaires (2d) des
spectres ainsi obtenus. Les diffe´rences sont tre`s faibles, et s’expliquent aise´ment. Tout
d’abord, le plateau du spectre calcule´ par me´thode des pe´riodogrammes (b) est plus
e´tendu que celui calcule´ sur la totalite´ de l’image (a). Cela tient au fait que les feneˆtres
sont plus petites que l’image initiale, et les effets de coupure se produisent donc pour des
valeurs de longueur de corre´lation plus faibles, soit pour des valeurs de q supe´rieures.
Par ailleurs, on constate que la pente de la courbe (b) est le´ge`rement plus faible que celle
de la courbe (a). Nous avons de´ja` mentionne´ que la me´thode des pe´riodogrammes donne
acce´s non pas au spectre de diffusion, mais a` la convolution de celui-ci par un noyau
pique´ au voisinage de l’origine : cette convolution suffit a` expliquer le changement de
pente.
Compte-tenu des faibles diffe´rences entre les deux spectres calcule´s, on retiendra par
la suite celui e´tabli a` l’aide de la totalite´ de l’image. Sur le graphe de la figure 5.28, ce
spectre est superpose´ au spectre mesure´ expe´rimentalement par diffusion des rayons
X aux petits angles (voir paragraphe 4.2.2) effectue´e sur la meˆme paˆte de ciment. Les
re´sultats ame`nent plusieurs commentaires.
Tout d’abord, les spectres ne se recouvrent en q que dans une gamme tre`s limite´e,
le spectre calcule´ sur une image de microscopie correspondant a` des q plus petits que
ceux auxquels la diffusion des rayons X aux petits angles donne acce´s. Ceci se comprend
aise´ment en remarquant que la re´solution (dans l’espace re´el) du microscope est faible au
regard de la diffusion des rayons X aux petits angles. En re´alite´, le calcul pre´sente´ dans
ce paragraphe est e´quivalent a` une expe´rience de type USAXS (ultra-small angle x-ray
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FIG. 5.26: A gauche, la moyenne arithme´tique des spectres de puissances des 109 images de
la se´rie 20090306–01. Le barreau de la grille de microscopie, visible sur toutes les projections,
introduit une le´ge`re anisotropie dans l’espace re´ciproque. A droite, moyenne angulaire du
spectre de gauche (a), et de celui de la figure 5.27 (b).
FIG. 5.27: A gauche, la se´quence de feneˆtres extraites de l’image img33435. La mosaı¨que est
construite dans la zone indique´e en rouge sur la figure 5.25 (avec recouvrement). L’isotropie
du spectre re´sultant du calcul par me´thode des pe´riodogrammes est bien meilleure que celle
du spectre de la figure 5.26. Pour autant, les moyennes angulaires diffe`rent peu (voir figure
5.26, droite).
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FIG. 5.28: Comparaison des spectres de diffusion, mesure´ expe´rimentalement (a) et cal-
cule´ (b) sur la se´rie 20090306–01 d’images en transmission. La ligne droite (c) indique un
comportement alge´brique en q−3.2.
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scattering), a` laquelle il se substitue avantageusement, du fait des nombreux proble`mes
expe´rimentaux que soule`ve l’USAXS.
Ensuite, dans la zone de recouvrement en q, les courbes sont en excellent accord. Il
faut noter que le de´calage des courbes en ordonne´es est purement arbitraire, puisque
aussi bien la mesure que le calcul du spectre sont effectue´s a` un facteur pre`s (soit une
translation verticale arbitraire en e´chelle logarithmique). Aux plus grandes valeurs de q,
la courbe calcule´e s’e´loigne significativement de la courbe expe´rimentale. Cette remonte´e
aux grands q a syste´matiquement e´te´ observe´e pour tous les calculs effectue´s sur des
images expe´rimentales (quel que soit l’e´chantillon). En revanche, nous n’avons pu la
reproduire avec des images synthe´tiques. Son origine doit donc eˆtre attribue´e a` une
cause inhe´rente au dispositif expe´rimental lui-meˆme, et pas au traitement nume´rique
des images.
Il semble que la pre´sence de bruit puisse en partie causer ce comportement, puisqu’un
le´ger filtrage (par un filtre me´dian) des images pre´alablement au calcul du spectre
permet de le re´duire, sans toutefois comple`tement l’e´liminer. En l’absence d’explication
de´finitive quant a` son origine, nous avons donc pre´fe´re´ ne pas filtrer le bruit des images,
tout en gardant a` l’esprit que la fin de la courbe (b) (figure 5.28) n’a probablement pas de
sens.
Du point de vue de la structure ge´ne´rale des paˆtes de ciment, il est remarquable que
le comportement alge´brique du spectre de diffusion, de´ja` constate´ expe´rimentalement
dans la gamme SAXS, se prolonge avec la meˆme pente (q−3.2) dans la gamme USAXS,
couvrant ainsi entre trois et quatre de´cades. Ce re´sultat est par ailleurs parfaitement
cohe´rent avec les expe´riences publie´es, notamment par Allen et coll. (2007). Les paˆtes de
ciment semblent eˆtre hie´rarchise´es sur de tre`s grandes distances de corre´lation.
D’un point de vue pratique, l’absence de rupture de pente entre les deux courbes de
la figure 5.28 permet de valider la technique de pre´paration des e´chantillons retenue ici.
Au paragraphe 5.2.1, il est pre´cise´ qu’au cours de sa pre´paration (pendant son broyage),
l’e´chantillon est brie`vement expose´ a` l’air ambient, donc au risque de carbonatation. La
microstructure de la paˆte de ciment peut donc eˆtre alte´re´e. Par ailleurs, la chambre du
microscope contenant l’e´chantillon est maintenue sous vide, et le retrait conse´cutif au
de´part d’eau peut e´galement engendrer une modification de la microstructure.
Rien ne permet d’affirmer que de telles alte´rations ne se sont pas produites au sein
de l’e´chantillon conside´re´ ici. Toutefois, l’e´chantillon qui a subit l’expe´rience de diffusion
de rayons X aux petits angles n’a pas e´te´ soumis aux meˆmes risques d’alte´ration. Les
courbes de la figure 5.28 montrent alors que la pre´paration pour la microscopie X de
l’e´chantillon n’a pas eu d’effet sur sa fonction d’autocorre´lation. Il est donc le´gitime de
supposer que la microstructure est peu affecte´e par la pre´paration.
5.3.3.1 Discussion
Nous avons pre´sente´ dans ce paragraphe une me´thode rigoureuse de calcul du
spectre de diffusion d’un objet a` partir de ses images en transmission. Compte-tenu des
re´solutions actuelles des microscopes X, ces calculs sont e´quivalents a` des expe´riences
de type USAXS. Celles-ci e´tant d’une mise en œuvre de´licate, la simulation propose´e
peut s’ave´rer tre`s avantageuse.
On peut envisager deux extensions aux calculs propose´s. On remarque tout d’abord
que l’e´nergie du faisceau incident est bien souvent re´glable par l’utilisateur (c’est par
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exemple le cas du microscope U41/TXM). En soustrayant les spectres de diffusion
obtenus avec des e´nergies situe´es de part et d’autre d’un seuil d’absorption d’un e´le´ment
X donne´ (voir 5.1), on obtient la transforme´e de Fourier des fonctions de corre´lation
de cet e´le´ment avec tous les autres e´le´ments pre´sents dans l’e´chantillon. On parle de
diffusion anomale.
Par ailleurs, en se´lectionnant des zones diffe´rentes de l’image, on obtient des spectres
locaux, ce qui peut permettre d’identifier plusieurs types de structures dans le meˆme
e´chantillon.
La technique pre´sente´e ici n’est toutefois pas de´nue´e de de´fauts, et nous avons
notamment montre´ que tous les e´chantillons ne se preˆtent pas facilement au calcul. Les
e´chantillons les plus adapte´s sont ceux pour lesquels la transmission est assez bonne, et
ou` ses fluctuations ne sont pas ne´gligeables devant celle-ci. Par ailleurs, si les frontie`res
(re´elles ou artificielles) de l’e´chantillon sont trop marque´es, le calcul fera apparaıˆtre un
simple re´gime de Porod, difficilement exploitable.
Deux proble`mes ne sont que partiellement re´solus ici. Il s’agit tout d’abord du calcul
du spectre de diffusion aux petits q : l’apodisation a` l’aide d’un filtre de Hann est
satisfaisante, mais pas parfaite. De nouvelles techniques de calcul de la transforme´e de
Fourier d’une image (Moisan, 2009) ont e´te´ imple´mente´es : les re´sultats, non reproduits
ici, sont tre`s encourageants.
Par ailleurs, le comportement anormal du calcul aux grands q n’a pas e´te´ comple`te-
ment e´lucide´. On peut en partie l’attribuer au bruit de l’image, mais d’autres facteurs y
contribuent sans doute e´galement. Remarquons que la cause est probablement d’origine
expe´rimentale, et pas nume´rique, puisqu’un tel comportement n’a pas pu eˆtre reproduit
avec des images synthe´tiques.
Malgre´ tout, l’inte´reˆt de cette technique est manifeste. Elle permet tout d’abord une
premie`re analyse, peu couˆteuse, d’une se´rie d’images tomographiques (dont l’exploi-
tation comple`te en trois dimensions est complexe). Les calculs ne ne´cessitant aucune
pre´paration, ils peuvent par ailleurs eˆtre mis en œuvre en temps re´el au moment de
l’acquisition, afin par exemple de de´tecter certaines erreurs de manipulation. Finale-
ment, elle permet d’e´tablir la cohe´rence de deux techniques d’investigation des milieux
de´sordonne´s pourtant tre`s diffe´rentes : la microscopie et la diffusion de rayonnement
aux petits angles.
5.3.4 Vers une analyse tridimensionnelle des se´ries tomographiques
Le calcul pre´sente´ au paragraphe 5.3 constitue une analyse quantitative, simple,
robuste et syste´matique (aucun parame`tre ne doit eˆtre saisi par l’utilisateur) des images
obtenues a` Bessy II.
Disposant de se´ries d’images d’une telle qualite´, il n’est toutefois pas acceptable
de s’en tenir a` une analyse aussi sommaire. Les e´chantillons e´tudie´s ont en effet e´te´
observe´s sous une gamme e´tendue d’angles d’incidence, dans le but d’en obtenir une
reconstruction tridimensionnelle. Seule cette reconstruction donne acce´s, dans l’espace
re´el, et a` l’e´chelle de la re´solution du microscope (soit 15–20 nm) a` la structure interne
des grains obtenus par broyage, et dont l’enveloppe externe (artificielle) est visible sur
les images en transmission (voir par exemple les images de la figure 5.11).
Si le spectre de diffusion e´tait obtenu sans aucun calcul pre´alable sur les images (en-
dehors de l’extraction de leur logarithme), il n’en va pas de meˆme de la reconstruction
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tridimensionnelle, pour laquelle l’alignement constitue un pre´liminaire crucial, et parfois
complexe. C’est l’objet du paragraphe 5.4, dans lequel un inventaire des techniques
d’alignement est propose´. Celui-ci est ne´cessaire, car l’alignement n’est a` ce jour pas une
ope´ration syste´matique, et la technique a` utiliser peut de´pendre fortement de la se´rie
d’images conside´re´es.
Une fois les images en transmission aligne´es, il est possible de proce´der a` la recons-
truction tridimensionnelle de l’e´chantillon. Les se´ries tomographiques conside´re´es ici
sont incomple`tes (au sens ou` toute la gamme −90◦ ≤ θ ≤ 90◦ n’est pas couverte), et une
partie de l’information ne´cessaire a` une reconstruction univoque est manquante. En
d’autres termes, des artefacts sont susceptibles d’eˆtre introduits par la reconstruction,
comme nous le montrerons au paragraphe 5.5.
Compte-tenu des proble`mes lie´s a` la profondeur de champ limite´e (voir figure 5.8),
a` l’alignement imparfait des images, et aux projections manquantes, la re´solution des
reconstructions obtenues ici n’est pas e´gale a` la re´solution du microscope. On estime
qu’elle est plutoˆt voisine de 50 nm. Bien qu’une observation tridimensionnelle de paˆtes
de ciment a` cette e´chelle constitue une premie`re mondiale, la re´solution obtenue n’est pas
suffisante pour caracte´riser avec pre´cision le re´seau poreux des paˆtes de ciment a` l’e´chelle
sub-microme´trique. Dans le paragraphe 5.6, nous nous contenterons donc de ve´rifier
– par l’interme´diaire des fonctions de corre´lation a` deux points – que l’importance des
artefacts de reconstruction reste limite´e.
Signalons pour finir que les techniques pre´sente´es ici empruntent largement a` la to-
mographie e´lectronique (Frank, 2005), qui doit faire face a` des proble`mes tre`s semblables
(a` l’e´paisseur de l’e´chantillon pre`s).
5.4 Alignement des images en transmission
5.4.1 Position du proble`me
Les formules de projection e´tablies au paragraphe 5.1.5 supposent parfaite la ge´ome´trie
du microscope, ainsi que les conditions d’acquisition des images : le plan du de´tecteur
et l’axe de rotation de l’objet sont perpendiculaires a` l’axe optique, et la position sur le
de´tecteur de l’axe de rotation est parfaitement connue.
En re´alite´, les conditions expe´rimentales s’e´cartent toujours de cette ge´ome´trie ide´ale,
et ce pour plusieurs raisons. L’alignement du de´tecteur et du porte-e´chantillon peut
tout d’abord pre´senter de le´gers de´fauts. Ensuite, la re´gion d’inte´reˆt est se´lectionne´e
pre´alablement a` l’acquisition des images, par translation de l’e´chantillon dans le plan
vertical : l’axe de rotation n’est donc pas ne´cessairement situe´ au centre de l’image,
comme on le suppose ge´ne´ralement lors des reconstructions. Finalement, le syste`me
expe´rimental est sensible aux vibrations de son environnement, qui se traduisent par
des translations ale´atoires de l’e´chantillon relativement au de´tecteur.
Afin d’assurer la cohe´rence avec les notations couramment admises (y compris dans
les logiciels de reconstruction), l’axe de rotation de l’objet a e´te´ suppose´ vertical dans le
paragraphe 5.1.5, et cette convention sera conserve´e dans toute la suite de ce chapitre.
Il faut toutefois signaler qu’en re´alite´, cet axe est horizontal, et l’e´chantillon prend une
fle`che sous son propre poids (ainsi que celui du porte-e´chantillon). Cette fle`che de´pend
de l’angle de rotation θ, car le support e´lastique du porte-e´chantillon n’est pas isotrope.
Aux translations ale´atoires des images e´voque´es plus haut viennent donc s’ajouter des
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translations de´terministes. Ces translations n’ont pas encore e´te´ quantifie´es de fac¸on
pre´cise par l’e´quipe technique du microscope ; elles seront donc traite´es de la meˆme
fac¸on que les translations ale´atoires re´sultant des vibrations.
Les algorithmes de reconstruction e´tant e´tablis dans le cadre de la ge´ome´trie parfaite
e´voque´e au paragraphe 5.1.5, il est ne´cessaire, pre´alablement a` leur utilisation, de corriger
les images en transmission afin de compenser tous les de´fauts de ge´ome´trie cite´s ci-
dessus. Ces ope´rations sont regroupe´es sous le nom d’alignement des images. Notons
que le proble`me de l’alignement des images se pose e´galement en microtomographie ; il
est toutefois exacerbe´ par les re´solutions atteintes ici. De plus, l’alignement d’une se´rie
tomographique comple`te (comme c’est ge´ne´ralement le cas en microtomographie) est
plus simple que celui d’une se´rie incomple`te.
En tomographie e´lectronique, les me´thodes d’alignement sont nombreuses (Brandt,
2005), et permettent d’obtenir des pre´cisions remarquables. Toutefois, comme souvent
en analyse d’images, la me´thode la mieux adapte´e de´pend de la se´rie tomographique
conside´re´e, et n’est de´termine´e qu’au prix de taˆtonnements parfois longs. C’est ainsi
que nous avons teste´ sur les se´ries 20090530–04 et 20091107–08 des imple´mentations
de la plupart des me´thodes d’alignement publie´es a` ce jour, sans toutefois constater de
fluctuations significatives de la qualite´ de la reconstruction.
L’utilisation de me´thodes dites globales, relativement simples (voir paragraphe 5.4.3),
s’est donc ave´re´e suffisante dans le cas pre´sent. Il faut sans doute attribuer ce re´sultat au
fait que les se´ries conside´re´es ici portent sur des e´chantillons de forte e´paisseur ; comme
la tomographie est incomple`te, il en re´sulte une diminution de la re´solution finale. A cela
s’ajoute la profondeur de champ limite´e de l’instrument, qui a pour conse´quence une
perte d’information aux incidences extreˆmes. Lorsque ces proble`mes auront e´te´ re´solus,
les limites des me´thodes d’alignement globales apparaıˆtront plus clairement, et on devra
alors faire appel aux me´thodes dites locales, re´pute´es plus pre´cises. Dans l’e´tat actuel du
dispositif expe´rimental, celles-ci ne sont e´voque´es que tre`s brie`vement ci-apre`s par souci
d’exhaustivite´.
D’une fac¸on ge´ne´rale, la plupart des me´thodes d’alignement reposent sur la com-
paraison de deux re´gions similaires prises sur deux images de la se´rie tomographiqe.
Suivant que l’on compare ces deux images dans leur totalite´, ou bien plusieurs sous-
domaines extraits de celles-ci, on parlera de me´thodes globales ou locales.
L’alignement a` l’aide demarqueurs physiques (particules colloı¨dales d’or, de diame`tre
5 a` 10 nm) constitue bien entendu la me´thode locale « reine » (Brandt et coll., 2001b).
Le coefficient d’absorption line´aire de l’or e´tant e´leve´, les particules apparaissent en
projection comme des points sombres tre`s contraste´s, dont la trajectoire est facilement
identifiable sur les images en transmission. L’analyse de ces trajectoires permet de re-
monter aux transformations subies par chacune des images, auxquelles on applique
alors les transformations inverses. En cryotomographie, l’inclusion de marqueurs dans
l’e´chantillon ne pose ge´ne´ralement pas de proble`me (les marqueurs sont alors de fait
rigoureusement immobiles par rapport a` l’e´chantillon).
Lorsqu’il n’est pas possible d’inclure dans l’e´chantillon des particules d’or (comme
c’est le cas ici), il est naturel d’utiliser des points remarquables des images – au sens
des coins de Harris et Stephens (1988) – comme marqueurs « virtuels ». Cette technique,
introduite par Brandt et coll. (2001a), connaıˆt un succe´s grandissant (Castan˜o-Dı´ez et coll.,
2008; Sorzano et coll., 2009) et est maintenant imple´mente´e dans plusieurs suites logi-
197
5. OBSERVATION DIRECTE DE PAˆTES DE CIMENT PAR MICROSCOPIE X
cielles libres telles que TomoJ2, ou Xmipp3. Il faut toutefois noter que l’identification des
points remarquables perd en pre´cision pour des e´chantillons e´pais ; on utilise alors un
grand nombre (jusqu’a` plusieurs milliers) de marqueurs virtuels, et des tests statistiques
robustes pour e´liminer les identifications incorrectes.
Nous n’en dirons pas plus sur ces me´thodes, qui n’ont finalement pas e´te´ retenues
dans le pre´sent travail. Pour conclure ce paragraphe, on introduit quelques notations
qui comple`tent celles propose´es au paragraphe 5.1.5. Afin de permettre la prise en
compte des imperfections ge´ome´triques, le mode`le de projection (5.9) doit eˆtre modifie´.
Le mode`le le plus ge´ne´ral (Mastronarde, 2005) doit inclure
– les angles d’Euler de l’axe de rotation de l’e´chantillon dans le repe`re du laboratoire,
– les composantes de la translation de l’e´chantillon dans ce meˆme repe`re,
– la de´formation, e´ventuellement anisotrope, de l’e´chantillon sous l’effet du retrait
duˆ a` l’irradiation,
tous ces parame`tres pouvant varier avec la projection conside´re´e (donc avec l’angleθ). La
qualite´ des images a` notre disposition et des reconstructions qui en re´sultent ne permet
toutefois pas l’identification fine de l’ensemble de ces parame`tres, et on se contentera de
de´terminer ceux qui ont le plus de poids sur la reconstruction. Pour chaque projection,
on cherchera donc seulement une transformation rigide (translation et rotation) dans le
plan du de´tecteur. Dans le cadre de cette simplification, on fait donc l’hypothe`se que la
ge´ome´trie du microscope est parfaite.
En re´sume´, l’alignement des images est effectue´ en conside´rant que sous l’angle
d’incidence θ, l’e´chantillon a subi une translation U (θ) eX + V (θ) eY, et une rotation
d’angleα (θ) dans le plan du de´tecteur. En admettant dans un premier temps queα = 0
(le casα 6= 0 e´tant traite´ par la me´thode de la ligne commune, pre´sente´e au paragraphe
5.4.3.3), les formules de changement de repe`re (5.7a), (5.7b) et (5.7c) deviennent
X = x cosθ+ z sinθ+U (θ) , (5.17a)
Y = y +V (θ) , (5.17b)
Z = −x sinθ+ z cosθ, (5.17c)
tandis que la nouvelle formule de projection
R (X,Y,θ) =
∫ +∞
−∞
µ{[X−U (θ)] cosθ− Z sinθ,
Y−V (θ) , [X−U (θ)] sinθ+ Z cosθ} d Z, (5.18)
remplace (5.9) (R : logarithme de l’image en transmission). Expe´rimentalement, l’angle
de rotationθ ne prend que des valeurs discre`tesθ0, . . . ,θM−1 (M : nombre de projections),
et on posera
Ri (X,Y) = R (X,Y,θi) , Ui = U (θi) , Vi = V (θi) .
En re´sume´, aligner les images en transmission consiste tout d’abord a` estimer pour
chaque image i = 0, . . . ,M− 1 les translations Ui et Vi. Les images aligne´es sont ensuite
de´duites en appliquant la translation inverse −UieX −VieY.
2INSERM U759, Universite´ Pierre et Marie Curie (Paris), http://u759.curie.u-psud.fr/
softwaresu759.html
3Centro Nacional de Biotecnologia´ (Madrid), Biocomputing Unit, http://xmipp.cnb.csic.es/
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5.4.2 Re´sultats ge´ne´raux
5.4.2.1 Absence d’unicite´ de la solution
Le proble`me de l’alignement des images en transmission n’admet pas une solution
unique. Cela tient au fait que quelle que soit la position de l’axe de rotation par rapport a`
l’objet, ses projections sont inchange´es, a` une translation pre`s. En effet, soient x0 et z0 les
coordonne´es, dans le repe`re de l’objet, de l’axe de rotation de celui-ci. Supposant nulles
les translations parasites U et V, les coordonne´es (X,Y) sur le de´tecteur d’un point de
coordonne´es (x, y, z) dans le repe`re de l’objet s’e´crivent maintenant
X = (x− x0) cosθ+ (z− z0) sinθ, Y = y,
dont la comparaison avec (5.7a) et (5.7b) montre qu’une translation de l’axe de rotation
par rapport a` l’e´chantillon laisse ses projections inchange´es (a` une translation horizontale
−x0 cosθ− z0 sinθ pre`s).
En d’autres termes, la de´termination des translations parasites Ui est faite au mieux a`
une fonction sinusoı¨dale arbitraire pre`s −x0 cosθi − z0 sinθi. En pratique, l’application
aux images de la translation inverse −UieX −VieY peut entraıˆner une perte d’informa-
tion (si l’objet « sort » de l’image apre`s translation).
On pourra donc choisir x0 et z0 de fac¸on a` limiter les corrections a` appliquer a` chaque
image (et donc, les risques de pertes d’informations). Ainsi, U∗i de´signant une premie`re
estimation des translations des images, et Ui = U
∗
i − x0 cosθi − z0 sinθi la translation
effectivement prise en compte, la minimisation de
M−1
∑
i=0
U2i =
M−1
∑
i=0
(U∗i − x0 cosθi − z0 sinθi)2 ,
conduit au syste`me suivant en x0 et z0

x0
M−1
∑
i=0
cos2θi + z0
M−1
∑
i=0
cosθi sinθi =
M−1
∑
i=0
U∗i cosθi
x0
M−1
∑
i=0
cosθi sinθi + z0
M−1
∑
i=0
sin2θi =
M−1
∑
i=0
U∗i sinθi
dont l’inversion est imme´diate. Cette de´termination de la re´fe´rence commune a` toutes
les images, visant a` minimiser la perte d’information, diffe`re de celle adopte´e dans
les programmes que nous avons teste´s, ou` c’est l’image a` θ = 0◦ qui est prise comme
re´fe´rence (Ui = Vi = 0 pour θi = 0
◦).
Pour finir, on note que l’alignement selon YY n’est de´termine´ qu’a` une translation
verticale globale de toute les images. Une re´fe´rence arbitraire e´tant choisie (par exemple,
l’image a` θ = 0◦), on de´termine une premie`re estimation V∗i des translations de chaque
image (i = 0, . . . ,M− 1). La translation Vi finalement retenue est Vi = V∗i − y0, ou` y0
est de´termine´ en minimisant
M−1
∑
i=0
V2i =
M−1
∑
i=0
(V∗i − y0)2 ,
soit
y0 =
1
M
M−1
∑
i=0
V∗i .
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5.4.2.2 Mouvements du barycentre de l’e´chantillon
Dans le pre´sent paragraphe, on de´duit de la relation (5.18) des re´sultats tre`s im-
portants concernant la « masse » totale d’une image en transmission, ainsi que les
mouvements du barycentre de l’e´chantillon d’une image a` l’autre. Ces re´sultats sont
e´tablis a` l’aide du changement de variables, de jacobien unite´
x = [X−U (θ)] cosθ− Z sinθ, (5.19a)
y = Y−V (θ) , (5.19b)
z = [X−U (θ)] sinθ+ Z cosθ, (5.19c)
ou` θ est fixe´, et les fonction U et V sont inconnues. On fait une nouvelle fois l’hypothe`se
que la projection de l’e´chantillon est incluse dans chaque image, et que l’absorption µ
est nulle en-dehors de l’e´chantillon. La correction tenant compte du film support (voir
paragraphe 5.2.3) doit donc eˆtre applique´e. Toute inte´grale sur le domaine plan borne´
de´fini par l’image pourra alors eˆtre remplace´e par une inte´grale sur R2.
On s’inte´resse tout d’abord a` la «masse » mi de l’image i, de´finie par
mi =
∫
R2
Ri (X,Y) dX dY.
En introduisant dans la de´finition pre´ce´dente la formule (5.18), et en effectuant le
changement de variables de´fini par les relations (5.19a), (5.19b) et (5.19c), on obtient la
relation
mi =
∫
R3
µ (x, y, z) d x d y d z = m, (5.20)
qui montre que mi est inde´pendante de l’angle d’incidence θi ; cette valeur commune a`
toutes les projections sera de´nomme´e «masse » de l’objet, et note´e m.
On conside`re maintenant les coordonne´es Xi et Yi du barycentre de la i–e`me image
(i = 0, . . . ,M− 1), de´finies par
Xi =
1
m
∫
R2
XRi (X,Y) dX dY, Yi =
1
m
∫
R2
YRi (X,Y) dX dY,
on obtient de la meˆme fac¸on
Xi = x cosθi + z sinθi +Ui, Yi = y +Vi, (5.21)
ou` l’on a de´fini les coordonne´es (x, y, z) du barycentre de l’objet dans son repe`re propre
x =
1
m
∫
R3
xµ (x, y, z) d x d y d z,
les expressions de y et z e´tant similaires.
L’e´quation (5.21) montre que le barycentre des projections suit une trajectoire si-
nusoı¨dale (aux translations parasites pre`s). Elle permet en the´orie de proce´der a` l’aligne-
ment des images, comme nous le montrerons au paragraphe 5.4.3.
5.4.3 Me´thodes d’alignement globales
Les me´thodes de´crites dans le pre´sent paragraphe sont qualifie´es de globales, au
sens ou` l’information utilise´e pour proce´der a` l’alignement provient de l’analyse de la
totalite´ de chaque projection ; on ne distingue pas ici de sous-domaine des images.
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5.4.3.1 Alignement par corre´lation d’images
Il s’agit sans doute de la me´thode d’alignement la plus populaire, en l’absence de
marqueurs physiques dans l’e´chantillon. D’abord introduite de fac¸on empirique, elle fut
justifie´e the´oriquement, dans un premier temps pour des assemble´es de corps ponctuels
par Hoppe (1974), puis pour un e´chantillon continu par Guckenberger (1982). Cette
me´thode tre`s simple manque parfois de pre´cision, mais du fait de sa grande robustesse,
elle est presque syste´matiquement utilise´e pour proce´der a` un pre´–alignement grossier,
e´ventuellement raffine´ a` l’aide d’une me´thode locale.
Le principe de cette me´thode est extreˆmement simple et intuitif : l’ide´e consiste a`
de´terminer les translations relatives de deux images i et j en transmission en maximisant
la corre´lation de ces deux images, c’est-a`-dire la fonction
Ci j (∆X,∆Y) =
∫
R2
Ri (X,Y) R j (X + ∆X,Y + ∆Y) dX dY.
En d’autres termes, on translate l’une des images par rapport a` l’autre, de fac¸on a`
«maximiser leur ressemblance ». Afin de tenir compte du raccourcissement apparent
de l’objet vu sous deux angles diffe´rents, on applique a` chaque projection i une affinite´
d’axe X, de rapport 1/ cosθi (cosine stretching),
R˜i (X,Y) = Ri (X cosθi,Y) ,
et on maximise en re´alite´ la fonction
C˜i j (∆X,∆Y) =
∫
R2
R˜i (X,Y) R˜ j (X + ∆X,Y + ∆Y) dX dY.
Bien qu’introduite ici de fac¸on purement heuristique, cette me´thode peut eˆtre justifie´e
rigoureusement (voir G.1). La de´monstration montre alors qu’au lieu de chercher un
pic de corre´lation, on doit plutoˆt calculer le barycentre de l’image C˜i j (∆X,∆Y) ; de plus,
dans l’expression pre´ce´dente, il n’est pas ne´cessaire de soustraire leur moyenne aux
variables R˜i et R˜ j, comme il faudrait normalement le faire.
Il faut insister sur le fait qu’interpre´ter la me´thode pre´ce´dente comme une maximisa-
tion de la ressemblance des deux projections est dangereux, car il est alors tentant de
proposer des ge´ne´ralisations qui n’ont aucun fondement the´orique. Ainsi, l’alignement
par corre´lation ne peut rendre compte de rotations des images dans le plan, et il est faux
de tenter d’introduire dans C˜i j un parame`tre supple´mentaire ∆α de rotation relative des
deux images, et maximiser la corre´lation par rapport a` ∆X, ∆Y et ∆α.
De meˆme, c’est bien le logarithme R de l’image T en transmission qui doit eˆtre
conside´re´ ici, meˆme si le calcul du logarithme tend a` diminuer les contrastes, et donc
a` produire un pic de corre´lation moins marque´. Cette remarque est d’autant plus im-
portante que le re´sultat contraire s’applique aux me´thodes d’alignement utilisant des
marqueurs virtuels. En effet, on cherche dans ce cas a` de´terminer deux sous-domaines
de deux images distinctes, similaires au sens des corre´lations ; il est alors inte´ressant de
travailler directement sur les images en transmission, plus contraste´es.
Bien entendu, ces deux pre´cautions ne sont plus ne´cessaires si l’alignement par
corre´lation ne constitue qu’un pre´alable a` l’utilisation d’une me´thode plus fine. Dans ce
cas, le pre´–alignement sera simplement moins rigoureux.
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La me´thode d’alignement par corre´lation peut eˆtre imple´mente´e de fac¸on tre`s efficace
dans l’espace de Fourier. Il faut alors prendre garde aux effets de bord, les me´thodes
d’apodisation e´voque´es au paragraphe 5.3.2 pouvant eˆtre envisage´es. Nous avons utilise´
pour ce travail le programme tiltxcorr de la suite IMOD4 (Kremer et coll., 1996). Dans
cette imple´mentation, la fonction de feneˆtrage utilise´e vaut l’unite´ dans la partie centrale
de l’image, et de´croıˆt line´airement vers ze´ro dans une bande entourant l’image. La
largeur recommande´e pour cette bande est 10% de la taille de l’image.
Pour clore ce paragraphe, signalons que la me´thode d’alignement par corre´lation
tire son impre´cision du fait qu’elle est applique´e de proche en proche. On suppose
en premier lieu que l’une des images (soit i) est correctement aligne´e, comme les re-
marques du paragraphe 5.4.2 concernant l’unicite´ de l’alignement nous y autorisent.
C’est ge´ne´ralement l’image a` θ = 0◦ qui est choisie pour re´fe´rence. On aligne alors par
corre´lations i− 1 et i + 1 avec i, i− 2 avec i− 1 et i + 2 avec i + 1, . . . . On voit donc que
toute erreur commise sur l’alignement d’une image se propagera a` toutes aux images qui
la pre´ce`dent ou la suivent. On peut reme´dier a` ce proble`me en cumulant les projections
de´ja` aligne´es, par la me´thode propose´e par Renken et McEwen (2003).
5.4.3.2 Alignement a` l’aide du barycentre de l’image
Cette me´thode, dont la formulation est tre`s simple, n’est signale´e que pour me´moire,
car les re´sultats auxquels elle conduit sont peu satisfaisants.
Les formules (5.21) relient rigoureusement (en the´orie du moins) les coordonne´es
du barycentre de chaque image en transmission a` celles du barycentre de l’objet. Ces
dernie`res peuvent eˆtre librement choisies par l’utilisateur (compte-tenu des remarques
du paragraphe 5.4.2 concernant l’unicite´ de l’alignement). x, y et z e´tant fixe´s, l’inversion
de (5.21) conduit directement aux translations cherche´es
Ui = Xi − x cosθi − z sinθi, Vi = Yi − y.
Les parame`tres x, y et z sont alors de´termine´s, soit par minimisation de ∑iU
2
i et
∑i V
2
i , soit en imposant Ui = 0, Vi = 0, pour une projection arbitrairement choisie.
L’alignement de la se´rie 20091107–08 a` l’aide du barycentre conduit a` des re´sultats
pour le moins de´cevants. Cela tient au fait qu’en pratique, les relations (5.20) et (5.21) ne
sont satisfaites que de fac¸on approximative. Nous n’avons donc pas fait appel a` cette
me´thode dans la suite.
5.4.3.3 Me´thode de la ligne commune
Propose´e par Liu et coll. (1995), cette me´thode ne permet pas de de´terminer les
translations des images perpendiculairement a` l’axe de rotation (soit dans la direction
X). Elle donne en revanche acce´s a` une estimation des rotations α (θ) des projections
dans le plan du de´tecteur. Sa formulation est obtenue par le meˆme raisonnement que
pour l’e´tude des coordonne´es du barycentre des projections.
4University of Colorado at Boulder, Laboratory for 3d Electron Microscopy of Cells,
http ://bio3d.colorado.edu/imod/
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On suppose dans un premier temps nulles les rotations dans le plan (αi = 0) et on
introduit la projection horizontale des images Ri
Hi (Y) =
∫ +∞
−∞
Ri (X,Y) dX.
En ope´rant dans la formule de projection (5.18) le changement de variables de´fini
par (5.17a) et (5.17c) (Y e´tant inchange´), on obtient l’expression suivante de Hi
Hi (Y) =
∫
X,Z∈R
µ (x,Y−Vi, z) d x d y, (5.22)
qui est une fonction de la seule variable Y−Vi. Ainsi, les courbes Y 7→ Hi (Y), aise´ment
calcule´es a` partir de la donne´e des images Ri, se de´duisent toutes les unes des autres
par translation, cette dernie`re e´tant estime´e en maximisant la « ressemblance » (donc,
la corre´lation) des courbes auxquelles on applique la translation inverse. On de´termine
ainsi les translations verticales Vi, mais pas les translations horizontales Ui.
On conc¸oit aise´ment que si l’image en transmission Ri subit, outre une translation,
une rotation d’angleαi connu, le calcul pre´ce´dent s’applique encore, en remplac¸ant Hi
par une projection le long d’un axe faisant un angleαi sur l’horizontale.
Forts de cette remarque, Liu et coll. (1995) proposent une me´thode d’estimation des
αi. Ces angles inconnus sont alors conside´re´s comme des parame`tres d’optimisation, la
fonctionnelle a` maximiser e´tant la corre´lation entre les projections 1d de chaque image,
prises le long d’axes incline´s deα1, . . . ,αN , sur l’horizontale. Lesαi e´tant susceptibles de
varier continuˆment, on voit qu’on est amene´ a` conside´rer les projections 1d de l’objet, vu
sous un angle quelconqueα ; en d’autres termes, on doit appliquer une transforme´e de
Radon, d’axe ZZ cette fois, aux images 2d Ri, elles-meˆme de´duites de l’objet initial 3d
par transforme´e de Radon d’axe YY.
Si l’on n’y prend pas garde, la taille du proble`me d’optimisation ainsi pose´ peut eˆtre
re´dhibitoire. Liu et coll. (1995) en proposent une re´solution astucieuse, par minimisations
partielles successives par rapport a` chaque variable prise se´pare´ment.
L’application de cette technique d’alignement aux se´ries d’images conside´re´es ici
n’est pas concluante. En effet, la fonctionnelle a` optimiser est tre`s plate, et la me´thode
ne peut discriminer les « bonnes » des «mauvaises » valeurs deαi. Cela tient a` ce que
la relation (5.22) n’est satisfaite que de fac¸on tre`s approche´e, la corre´lation entre les
projections 1d des images Ri et R j e´tant ainsi borne´e supe´rieurement par une valeur
diffe´rente de 1, quels que soient les angles de rotationαi etα j.
Que la relation (5.22) ne soit pas rigoureusement satisfaite semble indiquer que la
seule hypothe`se ayant conduit a` ce re´sultat (l’objet est comple`tement contenu dans
l’image) n’est pas strictement ve´rifie´e. Il est donc le´gitime d’attribuer les difficulte´s
rencontre´es ici a` l’e´limination dans les images Ri de la contribution du film support.
Au paragraphe 5.2.3, nous avions mentionne´ que du fait de la variabilite´ (spatiale et
temporelle) de la source, la correction propose´e e´tait ne´cessairement approximative. Le
prix a` payer en est probablement un alignement de pre´cision limite´e.
5.4.4 Alignement des se´ries 20090530–04 et 20091107–08
Compte-tenu des remarques qui pre´ce`dent, seul un alignement en translation est
effectue´ sur les deux se´ries d’images conside´re´es ici. A cet effet, on utilise de fac¸on
ite´rative la me´thode d’alignement par corre´lation.
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FIG. 5.29: Translations (en pixels) applique´es aux images de la se´rie 20090530–04. A gauche,
les translations Ui perpendiculaires a` l’axe de rotation, a` droite les translations Vi paralle`les
a` l’axe de rotation.
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FIG. 5.30: Translations (en pixels) applique´es aux images de la se´rie 20091107–08. A gauche,
les translations Ui perpendiculaires a` l’axe de rotation, a` droite les translations Vi paralle`les
a` l’axe de rotation.
Dans un premier temps, les images totales sont normalise´es et aligne´es grossie`rement.
Une re´gion d’inte´reˆt, plus petite (et telle que les objets qu’elle contient soient inte´gra-
lement contenus dans toutes les images), est alors de´finie et se´lectionne´e sur les images
initiales, pour lesquelles la compensation de la contribution du film support n’a pas
encore e´te´ effectue´e. Cette contribution est alors e´value´e par la me´thode expose´e au
paragraphe 5.2.3, sur les images de taille re´duite (ce qui permet de limiter les erreurs
introduites par la variabilite´ spatiale de l’e´clairage), et les images normalise´es sont a`
nouveau aligne´es. Le processus est re´pe´te´ jusqu’a` ce que les corrections deviennent
ne´gligeables.
Les graphes des figures 5.29 et 5.30 repre´sentent les translations finalement ap-
plique´es a` chaque se´rie d’image. On remarque que pour les deux se´ries les courbes
i 7→ Ui d’une part, et i 7→ Vi d’autre part ont la meˆme allure ge´ne´rale. Ceci confirme
qu’a` une translation ale´atoire (due aux vibrations du syste`me) vient se superposer une
translation de´terministe.
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Plus pre´cise´ment, on s’inte´resse aux translations Ui, qui correspondent, dans le mon-
tage re´el, aux translations de l’e´chantillon selon la verticale. Afin d’expliquer les de´rives
syste´matiques de l’e´chantillon en fonction de l’angle de rotation θ, les scientifiques de
l’e´quipe de de´veloppement du microscope U41/TXM invoquent la fle`che sous poids
propre de l’e´chantillon (et son porte-e´chantillon). Le bras du porte-e´chantillon est en
effet lie´ e´lastiquement a` un socle, lui-meˆme en rotation. On en conclut que la raideur de
l’appui de l’e´chantillon est fixe dans le repe`re tournant ; elle s’e´crit (voir figure 5.10)
K = Kxxex ⊗ ex + Kzzez ⊗ ez + Kxz (ex ⊗ ez + ez ⊗ ex) ,
soit, dans la base globale
K =
1
2
[(1+ cos 2θ)Kxx + (1− cos 2θ)Kzz + 2 sin 2θKxz] eX ⊗ eX
+
1
2
[(1+ cos 2θ)Kzz + (1− cos 2θ)Kxx − 2 sin 2θKxz] eZ ⊗ eZ
+
1
2
[2 cos 2θKxz − sin 2θKxx + sin 2θKzz] (eX ⊗ eZ + eZ ⊗ eX) .
La verticale e´tant dirige´e selon eX, la fle`che prise par l’e´chantillon, dans le sens du
poids, s’e´crit
P
2
[(1+ cos 2θ)Kxx + (1− cos 2θ)Kzz + 2 sin 2θKxz] ,
ou` P de´signe le poids total des parties du porte e´chantillon susceptibles de fle´chir.
L’expression pre´ce´dente repre´sente alors la partie de´terministe de la translation Ui des
images selon la verticale. Ceci sugge`re de repre´senter graphiquement Ui non pas en
fonction de l’indice i de l’image, mais de l’angle de rotation θi de l’e´chantillon (voir
figure 5.31), et d’ajuster une fonction sinusoı¨dale de pe´riode π a` la courbe ainsi obtenue.
Compte-tenu des remarques du paragraphe 5.4.2, on sait que θ 7→ U (θ) n’est de´ter-
mine´e qu’a` une fonction sinusoı¨dale de pe´riode 2π pre`s. En d’autres termes, on tente
dans un premier temps d’ajuster aux courbes de la figure 5.31 une fonction de la forme
U (θ) = A1 cosθ+ B1 sinθ+ A2 cos 2θ+ B2 sin 2θ+ C.
Les re´sultats obtenus (non repre´sente´s) ne sont pas satisfaisants. On constate en
revanche que si l’on adopte un mode`le de la forme
U (θ) = A1 cosθ+ B1 sinθ+ A4 cos 4θ+ B4 sin 4θ+ C,
l’ajustement est excellent (voir figure 5.31). Il semble donc que la partie de´terministe de
la de´rive de l’e´chantillon, perpendiculairement a` son axe de rotation, soit une fonction
sinusoı¨dale de pe´riode π/2. L’origine physique de cette expression n’est pas claire.
5.5 Reconstruction tridimensionnelle
Les images ayant e´te´ pre´alablement aligne´es, il est possible de proce´der a` la recons-
truction proprement dite. Il s’agit de l’ope´ration permettant de passer des images en
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FIG. 5.31: Translation verticale U des images en fonction de l’angle de rotation θ, pour les
se´ries 20090530–04 (gauche) et 20091107–08 (droite). Aux valeurs calcule´es par le programme
tiltxcorr (a) est superpose´ l’ajustement par une somme de deux fonctions sinusoı¨dales de
pe´riodes respective 2π et π/2 (b).
FIG. 5.32: A gauche, la tranche de l’objet fictif conside´re´, a` droite, le sinogramme obtenu
pour −40◦ ≤ θ ≤ 40◦, ∆θ = 0.5◦.
transmission T(X,Y,θ) de l’objet a` la carte tridimensionnelle de son coefficient d’absorp-
tion line´aire local (x, y, z) 7→ µ (x, y, z) (dans le repe`re lie´ a` l’objet). Mathe´matiquement,
on doit inverser la formule de projection (5.9), c’est-a`-dire re´soudre en µ l’e´quation
R (X,Y,θ) =
∫ +∞
−∞
µ (X cosθ− Z sinθ,Y,X sinθ+ Z cosθ) d Z. (5.23)
On remarque tout d’abord qu’apre`s alignement des projections, la reconstruction
devient un proble`me bidimensionnel (dans le plan xz), puisque l’e´quation (5.23) est en
fait e´crite dans une « tranche » Y = y = cte. On se placera par la suite toujours dans ce
cas, en supposant l’ordonne´e y de la tranche fixe´e ; il s’agit alors de de´terminer le champ
bidimensionnel (x, z) 7→ µ (x, y, z).
Compte-tenu de la remarque qui pre´ce`de, il est commode d’introduire le sinogramme
associe´ a` la tranche Y = cte : dans cette image, la ligne i correspond a` la ligne Y dans la
i–e`me projection de l’objet. Ainsi, le sinogramme regroupe en une seule image toutes les
informations ne´cessaires a` la reconstruction de la tranche correspondante. Un exemple
de sinogramme est repre´sente´ sur la figure 5.32.
Suivant que la tomographie est comple`te (c’est-a`-dire que la totalite´ de la gamme
−π/2 ≤ θ ≤ π/2 est couverte) ou non, la nature du proble`me est tre`s diffe´rente. Bien
que les expe´riences pre´sente´es dans ce chapitre rele`vent de la deuxie`me cate´gorie, les
206
5.5. Reconstruction tridimensionnelle
x
z
X
R(X, 0)
X
FX[R](KX , 0)
X
R
(X
,θ
) X
F X
[R
](
K X
,θ
)
kz kx
θ
Fxz[µ](kx, kz)
FIG. 5.33: Illustration du the´ore`me de la coupe-projection, en deux dimensions.
algorithmes classiques de reconstruction sont les meˆmes dans les deux cas. Ceux-ci
sont donc introduits brie`vement au paragraphe 5.5.1 dans le cadre de la tomographie
comple`te, pour laquelle ils sont rigoureux. Lorsque la tomographie est incomple`te,
l’utilisation de ces algorithmes pose un certains nombre de proble`mes, qui sont de´taille´s
au paragraphe 5.5.2.
5.5.1 Reconstruction d’une tomographie comple`te
L’e´quation (5.11) joue un roˆle capital dans la re´solution de ce proble`me. Elle permet
d’affirmer que la transforme´e de Fourier (1d, en X) de la projection de l’objet vu sous
l’angle θ est e´gale a` la coupe de la transforme´e de Fourier (2d, en x et z) du coefficient
d’absorption line´aire local par un plan contenant l’axe kyky, et faisant un angle polaire θ
avec l’axe kxkx. Ce re´sultat constitue le the´ore`me de la coupe-projection (une illustration
en est pre´sente´e en figure 5.33) ; il conduit, par transforme´e de Fourier inverse (en
coordonne´es polaires), a` la relation suivante
µ (x, y, z) =
1
(2π)2
∫ +π/2
−π/2
∫ +∞
−∞
FX[R] (KX , y,θ)
exp ıKX (x cosθ+ z sinθ) |KX| dKX dθ, (5.24)
qui montre que si toutes les projections de l’objet sont connues, le proble`me (5.23) est
effectivement inversible, et la reconstruction est unique.
En re´alite´, on ne dispose que d’un nombre fini de projections et l’unicite´ ne peut eˆtre
garantie. L’expe´rience montre toutefois que si les projections sont en nombre suffisant, et
couvrent l’intervalle −π/2 ≤ θ ≤ π/2 complet, alors la reconstruction est possible.
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5.5.1.1 Me´thodes analytiques
Le the´ore`me de coupe-projection est a` la base de toutes les me´thodes de recons-
truction dites analytiques, parmi lesquelles on compte la me´thode d’inversion directe,
la me´thode de re´troprojection par de´convolution (Radermacher, 2005), et la me´thode de
re´troprojection filtre´e (Kak et Slaney, 1988, chapitre 3), sans doute la plus couramment
utilise´e.
Bien qu’e´quivalentes sur le plan the´orique, les temps de calcul ne´cessaires a` la mise
en œuvre de chacune de ces me´thodes sont tre`s sensiblement diffe´rents. Ainsi, c’est un
agencement astucieux des ope´rations applique´es aux images en transmission qui a fait
la popularite´ de la re´troprojection filtre´e, brie`vement de´crite ci-apre`s.
L’e´quation (5.24) sugge`re d’introduire l’image R˜, dont l’expression est donne´e par la
transforme´e de Fourier 1d
R˜ (X,Y,θ) =
1
2π
∫ +∞
−∞
FX[R](KX ,Y,θ) exp (ıKXX) |KX| dKX . (5.25)
En d’autres termes, R˜ est de´duite de l’image initiale R par convolution dans l’espace
re´el avec un filtre « rampe » (KX 7→ |KX| dans l’espace re´ciproque). Notons que l’expres-
sion pre´ce´dente est e´crite pour une tranche Y = cte, les transforme´es de Fourier mises
en jeu sont donc unidimensionnelles, et peuvent eˆtre e´value´es de fac¸on tre`s efficace.
On obtient alors finalement l’expression du coefficient d’absorption line´aire en tout
point (x, y, z) de l’objet
µ (x, y, z) =
1
2π
∫ +π/2
−π/2
R˜ (x cosθ+ z sinθ, y,θ) dθ. (5.26)
Il existe une interpre´tation ge´ome´trique simple (Radermacher, 2005, figure 1) a`
l’ope´rateur de re´troprojection introduit ci-dessus. Applique´ directement aux projections
R, celui-ci ne conduit qu’a` une reconstruction approximative de l’objet. Elle devient
rigoureuse si l’on prend soin de filtrer pre´alablement les projections.
Tre`s grossie`rement, la reconstruction par re´troprojection filtre´e se de´compose en deux
e´tapes : i. filtrage des projections (e´quation (5.25)), chaque projection ne´cessitant deux
transforme´es de Fourier par tranche Y = cte, ii. re´troprojection des images ainsi filtre´es
(e´quation (5.26)).
Les me´thodes analytiques de reconstruction (en particulier, la me´thode de re´tro-
projection filtre´e) tirent leur succe´s de leur rapidite´ d’exe´cution. Cela tient au fait que la
FFT est syste´matiquement utilise´e pour e´valuer les transforme´es de Fourier continues
qui apparaissent dans leur formulation. Toutefois, substituer une transforme´e de Fourier
discre`te a` une transforme´e de Fourier continue n’est pas sans poser un certain nombre
de proble`mes (e´chantillonnage, filtrage des hautes fre´quences, . . . ), qui doivent eˆtre pris
en compte soigneusement lors de l’imple´mentation des me´thodes analytiques (Kak et
Slaney, 1988, chapitre 3).
5.5.1.2 Me´thodes alge´briques
Avec les me´thodes analytiques, l’invocation du the´ore`me de la coupe-projection
permet d’effectuer une bonne part des traitements dans l’espace re´ciproque. A l’inverse,
tous les calculs sont mene´s dans l’espace re´el avec les me´thodes alge´briques.
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L’objet est discre´tise´ en un nombre fini de voxels, et on cherche la reconstruction
µ sous la forme d’une fonction constante par voxel. Compte-tenu de la line´arite´ de
l’e´quation inte´grale (5.23), cette discre´tisation conduit a` un syste`me line´aire dont les
inconnues sont les valeurs du coefficient d’absorption line´aire au sein de chaque voxel.
La` encore, le roˆle particulier joue´ par la coordonne´e d’espace Y dans l’e´quation (5.23)
permet de raisonner par tranches, mais la taille du syste`me line´aire reste importante, et
des me´thodes d’inversion approprie´es (ite´ratives) doivent eˆtre utilise´es.
La reconstruction par une me´thode alge´brique demande ge´ne´ralement des temps de
calculs beaucoup plus importants que par une me´thode analytique. En contrepartie, la
qualite´ de la reconstruction peut eˆtre significativement accrue. De plus, les me´thodes
alge´briques sont plus souples d’emploi (elles peuvent par exemple s’adapter a` toute
ge´ome´trie du dispositif expe´rimental). Lorsqu’une re´gularisation est ne´cessaire, nous
verrons par ailleurs qu’elles permettent de mieux controˆler l’information postule´e a
priori sur la solution du proble`me.
La formulation des me´thodes alge´briques est tre`s simple (Kak et Slaney, 1988, cha-
pitre 7) ; quelques e´le´ments sont fournis a` ce sujet en annexe G.2. La discre´tisation de
l’e´quation (5.23) conduit, on l’a dit, a` un syste`me line´aire de la forme Ax = b, ou` x est
le vecteur forme´ par les coefficients d’absorption line´aire de chaque voxel (inconnus),
b est obtenu a` partir des projections (mesure´es), et A est la matrice caracte´risant la
contribution d’un voxel de l’objet a` un pixel de l’une des projections (A est de´finie par la
ge´ome´trie du dispositif).
La matrice A est tre`s creuse (un rayon donne´ ne traversant qu’un nombre limite´ de
voxels), ce qui en autorise un stockage optimise´. Elle n’est en revanche pas carre´e
– le nombre d’inconnues est NxNz (Nx : nombre de pixels sur le de´tecteur, dans
la direction perpendiculaire a` l’axe de rotation, Nz : nombre de voxels dans la
direction paralle`le a` l’axe optique),
– le nombre d’e´quations est NxM (M : nombre de projections),
et le syste`me Ax = b doit eˆtre inverse´ au sens des moindres carre´s
ATAx = ATb. (5.27)
Bien entendu, une inversion directe (par les me´thodes de Gauss ou Cholesky) n’est
pas re´aliste avec un syste`me d’une telle taille, et on doit faire appel a` unee me´thode
ite´rative. Un certain nombre de sche´mas ite´ratifs ont e´te´ de´veloppe´s spe´cifiquement
par le passe´ pour la re´solution des syste`mes line´aires lie´s a` la reconstruction de se´ries
tomographiques : Algebraic Reconstruction Technique (ART, Gordon et coll., 1970; Gor-
don, 1974), Simultaneous Iterative Reconstructive Technique (SIRT, Gilbert, 1972). Les
me´thodes ite´ratives classiques restent ne´anmoins applicables, tout en pre´sentant des
performances comparables, voire supe´rieures (Piccolomini et Zama, 1999; Santos, 2003).
Ainsi, et sauf mention contraire explicite, toutes les reconstructions pre´sente´es dans
ce chapitre ont e´te´ obtenues a` l’aide d’un programme spe´cialement e´crit a` cet effet, et
faisant appel a` la me´thode du gradient conjugue´ applique´e aux e´quations normales
(Paige et Saunders, 1982; Barrett et coll., 1994).
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FIG. 5.34: Reconstructions de l’objet fictif de la figure 5.32. A gauche, reconstruction analy-
tique par re´troprojection filtre´e (IMOD) ; au centre et a` droite, reconstruction alge´brique par
gradient conjugue´ (programme personnel). Apre`s 50 ite´rations (centre), la solution trouve´e
est toujours re´gulie`re. En revanche, apre`s 1000 ite´rations (droite), la reconstruction pre´sente
d’importantes oscillations a` haute fre´quence, meˆme si le re´sidu global est plus faible.
5.5.2 Reconstruction d’une tomographie limite´e
5.5.2.1 Ne´cessite´ d’une re´gularisation
On parle de tomographie limite´e lorsque les bornes infe´rieure et supe´rieure de
l’intervalle parcouru par l’angle de rotation θ de l’objet sont diffe´rentes de ±π/2. Dans
ce cas, la transforme´e de Fourier de la carte des coefficients d’absorption line´aires
(x, y, z) 7→ µ (x, y, z) n’est pas connue dans une zone (de´nomme´e missing wedge en
anglais) de´limite´e par deux plans contenant l’axe kyky, et faisant entre eux un angle θ
(voir figure 5.33). Une partie de l’information manque donc a` la reconstruction, pour
laquelle il n’y a plus unicite´. L’utilisation des me´thodes pre´sente´es au paragraphe 5.5.1
n’est donc en toute rigueur pas le´gitime.
En fait, ces me´thodes n’e´chouent pas, mais introduisent d’importants artefacts. Pour
le voir, on conside`re l’objet fictif, elliptique, de la figure 5.32 (gauche). 161 projections
de cet objet sont calcule´es (−40◦ ≤ θ ≤ 40◦, ∆θ = 0.5◦), le sinogramme correspondant
e´tant repre´sente´ sur la figure 5.32 (droite). L’observation des reconstructions analytique
et alge´brique de la figure 5.34 montre que l’information manquante se traduit par une
e´longation de l’objet dans la direction de l’axe optique. La reconstruction alge´brique,
bien que tre`s imparfaite, semble supe´rieure a` la reconstruction analytique.
Remarquons que le fait meˆme d’utiliser sans modification un programme classique
de reconstruction pour re´soudre un proble`me de tomographie incomple`te signifie que
des hypothe`ses supple´mentaires sur la nature de l’objet cherche´ sont faites implicitement.
Ceci est particulie`rement e´vident dans le cas des me´thodes analytiques, pour les-
quelles on admet implicitement que la transforme´e de Fourier de la fonction µ (x, y, z)
est nulle dans le missing wedge, cette hypothe`se tre`s forte e´tant a` l’origine des importants
artefacts de reconstruction observe´s sur la figure 5.34 (gauche).
En ce qui concerne les me´thodes alge´briques, la situation est moins claire, puisqu’en-
dehors des projections elles-meˆmes, aucune information supple´mentaire n’est fournie
au programme de reconstruction, qui semble pourtant se´lectionner l’une des solutions
compatibles avec ces projections. Celle-ci pre´sente toutefois des oscillations importantes
(voir figure 5.34, droite), dues a` la pre´sence du facteur |KX| dans l’inte´grale (5.24). Cette
ponde´ration tend en effet a` amplifier, dans la reconstruction, les hautes fre´quences des
projections (et donc, notamment, le bruit et les erreurs de calcul), ce qui est confirme´ par
la figure 5.35 (image centrale).
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FIG. 5.35: Sensibilite´ de la reconstruction au bruit. Un bruit blanc (d’amplitude 1% du signal)
a e´te´ ajoute´ au sinogramme de la figure 5.32. Le sinogramme ainsi modifie´ est repre´sente´
a` gauche, tandis que la reconstruction par me´thode alge´brique est repre´sente´e au centre.
Bien que les modifications apporte´es au sinogramme soient minimes, la reconstruction est
affecte´e de fac¸on tre`s significative (comparer avec la figure 5.34). La re´gularisation au sens
de Tikhonov (L = I, λ = 20) permet d’ame´liorer la reconstruction, mais les contours sont
lisse´s exage´re´ment.
En re´sume´, lorsque la tomographie est limite´e, la reconstruction n’est pas unique,
et est sensible au bruit. On est donc face a` un proble`me mal pose´ au sens d’Hadamard
(Davison, 1983), qu’il s’agit de re´gulariser.
Cette classe de proble`mes a de´ja` e´te´ rencontre´e au chapitre 4, paragraphe 4.3.3, ou`
la de´composition en valeurs singulie`res de la matrice A avait e´te´ introduite (voir page
143). En reprenant les meˆmes notations, la solution x du proble`me (5.27) est mise sous la
forme (4.38)
x =
n
∑
j=1
uTj b
σ j
v j,
(n = NxNz : nombre d’inconnues), la sensibilite´ au bruit provenant du fait que certaines
des valeurs singulie`res σ j sont tre`s petites.
La me´thode des valeurs singulie`res tronque´es (Hanson, 1971; Varah, 1973; Hansen,
1987) consiste a` ne´gliger, dans le de´veloppement pre´ce´dent, les termes correspondant
aux petites valeurs singulie`res. L’indice de troncature k e´tant choisi (σ1 ≥ σ2 ≥ . . .), la
solution approche´e (re´gularise´e) au syste`me d’e´quations normales (5.27) est de´finie ainsi
xTSVD =
k
∑
j=1
uTj b
σ j
v j,
le re´sidu valant alors
AxTSVD − b = −
m
∑
i=k+1
(
uTj b
)
u j, |AxTSVD − b|2 =
m
∑
i=k+1
(
uTi b
)2
.
Plus le nombre k de valeurs singulie`res conserve´es est faible, plus la solution xTSVD
est re´gulie`re, au de´triment du re´sidu, qui augmente. Comme toutes les me´thodes de
re´gularisation d’un proble`me mal pose´, le choix de k re´sulte donc d’un compromis entre
qualite´ et re´gularite´ de la solution. Hansen (2002), s’appuyant sur la proprie´te´ que les uTi b
de´croissent plus vite que les σi lorsque la solution est de carre´ inte´grable, recommande
de choisir pour k la valeur a` partir de laquelle les uTi b sont de l’ordre de la pre´cision de
la machine.
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Lorsque la matrice A est de grande taille, de´terminer sa de´composition en valeurs
singulie`res peut eˆtre tre`s couˆteux, et la me´thode des valeurs singulie`res tronque´es devient
impraticable. La me´thode de re´gularisation de Tikhonov (Hansen, 2002), propose´e
simultane´ment en URSS par Tikhonov, et aux Etats-Unis par Philipps constitue alors une
alternative attrayante. Elle consiste a` remplacer le proble`me de minimisation initial
argmin |Ax− b|2 ⇐⇒ ATAx = ATb,
mal conditionne´, par le proble`me suivant
argmin
(
|Ax− b|2 +γ |Lx|2
)
⇐⇒
(
ATA +γLTL
)
x = ATb, (5.28)
ou` L est un ope´rateur line´aire, dit de re´gularisation, et γ apparaıˆt comme un coefficient de
pe´nalisation. Le proble`me re´gularise´ (5.28) traduit de fac¸on tre`s intuitive la compe´tition
entre la qualite´ de la solution recherche´e (premier terme), et sa re´gularite´ (second terme).
Ainsi, lorsque le coefficient γ est proche de 0, le premier terme devient pre´ponde´rant :
on obtient alors une solution dont le re´sidu est tre`s faible, mais qui peut eˆtre tre`s
irre´gulie`re (voir figure 5.34, droite). A l’inverse, lorsque γ → +∞, la solution obtenue est
tre`s re´gulie`re, au de´triment du re´sidu, qui peut eˆtre grand. Pour une application donne´e,
le choix de γ re´sulte encore une fois d’un compromis entre ces deux effets contraires.
Notons que dans la plupart des cas, l’ajout a` ATA de la matrice γLTL suffit a` rendre le
proble`me bien conditionne´ assurant a` la fois l’unicite´ et la stabilite´ de la solution ; c’est
en ce sens que l’on parle de stabilisation.
Le proble`me (5.28) peut eˆtre vu comme la forme pe´nalise´e du proble`me
argmin |Lx|2 , sous la contrainte Ax = b.
En d’autres termes, la re´gularisation au sens de Tikhonov s’interpre`te comme la
recherche, parmi l’ensemble des solutions du proble`me non re´gularise´ (5.27), celle de
L–norme minimale. On voit alors que des exigences diffe´rents sur la re´gularite´ de la
solution peuvent eˆtre obtenues a` l’aide d’un choix approprie´ de L. Il est ainsi possible de
compenser l’information manquante (du fait de la rotation limite´e de l’e´chantillon) par
l’introduction de proprie´te´s de la solution cherche´e, impose´es a priori.
Le choix le plus simple est L = I, c’est-a`-dire qu’on contraint les valeurs de la solution
a` n’eˆtre « pas trop grandes ». Hansen (1987) montre qu’en fait, avec un tel choix pour L,
la solution est proche de celle obtenue par troncature de la de´composition en valeurs
singulie`res, du moment que γ ≃ σk, σk e´tant la plus petite valeur singulie`re prise en
compte.
La figure 5.35 (droite) montre un exemple de reconstruction obtenue avec un ope´rateur
de re´gularisation diagonal (L = I). On constate que la reconstruction est tre`s proche de
la reconstruction semi-converge´e, en l’absence de bruit. Cette re´gularisation pre´sente
toutefois l’inconve´nient d’adoucir les contours de l’objet, ce qui n’est pas acceptable si
une analyse quantitative de son interface est envisage´e. C’est pourquoi est introduite,
dans le paragraphe suivant, une fonctionnelle de re´gularisation respectant mieux les
contours.
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5.5.2.2 Re´gularisation par minimisation de la variation totale
Jusqu’a` pre´sent, l’ope´rateur de re´gularisation conside´re´ e´tait de la forme |Lx|2, ce qui
conduisait au proble`me line´aire modifie´ (5.28). Il est bien connu en restauration d’images
que la re´gularisation par une forme quadratique ne permet pas de rendre compte de
fac¸on satisfaisante des contours, puisque la solution est toujours continue (Chambolle et
Lions, 1997). Afin de lever cette restriction, Rudin et coll. (1992) ont propose´ de conside´rer
comme fonctionnelle de re´gularisation la variation totale de l’image x, de´finie par
TV (x) = ∑
i
√
(Hx)2i + (Vx)
2
i ,
ou` H (resp. V) de´signe l’ope´rateur de diffe´rences finies selon la direction horizontale
(resp. verticale). Dans l’expression pre´ce´dente, les images x, Hx et Vx sont e´crites sous
forme de vecteurs : chaque pixel est repe´re´ par un seul indice i, et la somme porte sur les
NxNz pixels de la reconstruction.
Il a e´te´ ve´rifie´ (Rudin et coll., 1992; Vogel et Oman, 1996, 1998; Chan et coll., 1999)
que la restauration de l’image par minimisation de la variation totale pre´serve bien ses
discontinuite´s (ses contours), tout en e´liminant les oscillations parasites du niveau de
gris, habituellement observe´es lors de la re´solution d’un proble`me mal pose´.
Dans le formalisme de Chambolle et Lions (1997), la reconstruction d’une se´rie tomo-
graphique peut eˆtre vue comme une forme particulie`re de restauration d’image. Il est
donc naturel, afin d’ame´liorer les contours de la reconstruction 5.35 (droite), d’introduire
comme fonctionnelle de re´gularisation la variation totale. Le proble`me de minimisation
suivant se substitue donc a` (5.28)
argmin
[
1
2
|Ax− b|2 +γ TV (x)
]
. (5.29)
Deux difficulte´s se pre´sentent alors : i. (5.29) est un proble`me d’optimisation non-
line´aire, ii. TV n’est pas diffe´rentiable a` l’origine. Plusieurs strate´gies ont e´te´ propose´es
pour surmonter ces difficulte´s (Candes et coll., 2006; Herman et Davidi, 2008; Sidky et
Pan, 2008). Dans le pre´sent travail, nous avons imple´mente´ l’algorithme RecPF, a` la fois
simple et efficace, re´cemment propose´ par Yang et coll. (2010).
Dans un premier temps, Yang et coll. (2010) introduisent deux variables auxiliaires h
et v, et le proble`me d’optimisation sous contraintes suivant, e´quivalent a` (5.29)
argmin
[
µ
2
|Ax− b|2 + ∑
i
√
h2i + v
2
i
]
, sous les contraintes h = Hx, v = Vx,
ou` l’on a pose´ µ = 1/γ.
Dans le proble`me ci-dessus, les contraintes d’e´galite´ sont ensuite remplace´es par une
pe´nalisation, a` l’aide du Lagrangien augmente´ (Nocedal et Wright, 2006, chapitre 17)
LA (x, h, v, λh, λv) = µ2 |Ax− b|
2 + ∑
i
√
h2i + v
2
i − λTh (h− Hx)− λTv (v−Vx)
+
β
2 ∑i
{
[hi − (Hx)i]2 + [vi − (Vx)i]2
}
,
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ou` λh et λv sont des estimations des multiplicateurs de Lagrange associe´s aux deux
contraintes d’e´galite´, et β est un parame`tre de pe´nalisation. Plutoˆt que de proce´der a`
l’optimisation de LA simultane´ment par rapport aux trois variables x, h et v, comme le
veut la me´thode du Lagrangien augmente´, Yang et coll. (2010) ont recours a` la me´thode
des directions alterne´es.
Selon cette me´thode, LA est optimise´ successivement par rapport a` h, v et x. L’opti-
misation par rapport a` h et v est explicite, et on obtient
hi = max{g˜i − 1/β, 0} h˜i
g˜i
, vi = max{g˜i − 1/β, 0} v˜i
g˜i
, (5.30)
ou` l’on a pose´
h˜ = Hx +
1
β
λh v˜ = Vx +
1
β
λv g˜i =
√
h˜2i + v˜
2
i . (5.31)
L’optimisation par rapport a` x ne´cessite quant a` elle l’inversion d’un syste`me line´aire(
µ
β
ATA + HTH +VTV
)
x =
µ
β
ATb + HT
(
h− 1
β
λh
)
+VT
(
v− 1
β
λv
)
. (5.32)
Les ite´rations de l’algorithme complet s’organisent alors comme suit, 1 ≤ ρ ≤
(1+
√
5)/2 e´tant un parame`tre fixe´ par l’utilisateur
1. calcul de h(k+1) et v(k+1) en fonction de x(k), λ
(k)
h et λ
(k)
h par les relations (5.30) et
(5.31),
2. calcul de x(x+1) en fonction de h(k+1), v(k+1), λ
(k)
h et λ
(k)
v par inversion de (5.32),
3. mise a` jour des multiplicateurs de Lagrange
λ
(k+1)
h = λ
(k)
h − ρβ
(
h(k+1) − Hx(k+1)
)
,
λ
(k+1)
v = λ
(k)
v − ρβ
(
v(k+1) −Vx(k+1)
)
,
Le calcul est stoppe´ lorsque la diffe´rence entre deux reconstructions successives est
infe´rieure a` un certain seuil.
Outre sa grande simplicite´, l’algorithme RecPF pre´sente l’avantage de pouvoir eˆtre
formule´ de fac¸on tre`s efficace dans l’espace de Fourier. En effet, si des conditions aux
limites pe´riodiques sont impose´es aux images, les matrices H et V sont circulantes ;
elles peuvent donc eˆtre inverse´es efficacement par transforme´e de Fourier rapide. De
plus, compte-tenu de la relation (5.25), l’ope´rateur A peut eˆtre vu comme le produit
d’ope´rateurs de transforme´e de Fourier discre`te (directe et inverse) et de projection
(permettant de se´lectionner les angles effectivement observe´s).
Dans le cas d’une expe´rience de tomographie re´elle, les projections ne sont pas rigou-
reusement nulles a` l’exte´rieur de l’objet (qui n’est pas pe´riodique), et des pre´cautions
doivent eˆtre prises pour ne pas introduire d’effets de bord lors de l’utilisation de la
transforme´e de Fourier. De plus, l’e´quation (5.11) ne donne acce´s a` la transforme´e de
Fourier du coefficient d’absorption line´aire µ qu’en coordonne´es polaires dans le plan
(kz, kx). Il est donc ne´cessaire de re´e´chantillonner ce champ sur une grille rectangulaire,
l’ope´ration pouvant eˆtre de´licate.
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FIG. 5.36: Application de la me´thode RecPF a` l’objet fictif de la figure 5.32. La reconstruction
est quasiment identique a` l’image initiale.
Ces difficulte´s ne sont bien entendu pas insurmontables, puisque c’est bien dans
l’espace de Fourier que Yang et coll. (2010) ont imple´mente´ la me´thode RecPF. Les
reme`des sont connus (apodisation, sche´mas d’interpolation), mais doivent faire l’objet
d’un ajustement soigneux, et il semblait pre´fe´rable dans un premier temps de concentrer
les efforts sur la me´thode de re´gularisation elle-meˆme (qui compte trois parame`tre : µ, β
et ρ). Pour ces raisons, l’algorithme a e´te´ imple´mente´ ici dans l’espace re´el ; en d’autres
termes, nous avons imple´mente´ une me´thode alge´brique, re´gularise´e par minimisation
de la variation totale.
Un tel choix a e´videmment des conse´quences importantes en termes de temps de
calcul, puisque le syste`me (5.32) doit maintenant eˆtre inverse´ de fac¸on ite´rative (gradient
conjugue´). Le nombre de reconstructions conside´re´es ici e´tant limite´, ce surcouˆt n’est
pas re´dhibitoire. L’imple´mentation pre´sente´e ici doit donc eˆtre conside´re´e comme un
premier pas, permettant de juger rapidement de l’inte´reˆt de la me´thode de re´gularisation
choisie.
A titre d’exemple, l’algorithme est applique´ au sinogramme de la figure 5.32, avec
les parame`tres suivants
µ = 0.1, β = 10, ρ = 0.618.
La figure 5.36 repre´sente la reconstruction obtenue apre`s 200 ite´rations ; celle-ci est qua-
siment parfaite, les de´fauts qui subsistent auraient comple`tement disparu si le nombre
d’ite´rations avait e´te´ supe´rieur. La reconstruction du sinogramme bruite´ (voir figure
5.35) conduit a` un re´sultat identique (non reproduit ici).
Il ne faut bien entendu pas voir dans ces re´sultats encourageants la marque d’une
me´thode «miraculeuse ». Nous avons en effet de´ja` mentionne´ que la variation totale
tend a` privile´gier les images constantes par morceaux. Puisque la solution cherche´e
appartient justement a` cette cate´gorie, il ne faut pas s’e´tonner que la me´thode RecPF
converge vers cette solution. Des contre-exemples ont e´te´ propose´s (Herman et Davidi,
2008), dans lesquels des artefacts de reconstruction subsistent apre`s minimisation de la
variation totale.
De toutes les me´thodes de reconstruction teste´es, la minimisation de la variation
totale est celle qui conduit aux reconstructions les plus prometteuses. La reconstruction
des se´ries 20090530–04 et 20091107–08 sera donc effectue´e par me´thode alge´brique, sous
contrainte de minimisation de la variation totale.
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5.5.2.3 Choix du parame`tre de re´gularisation
Si la fonctionnelle de re´gularisation elle-meˆme peut eˆtre choisie sur la base de pro-
prie´te´s de la solution connues a priori (continuite´ de l’une des de´rive´es par exemple), il
n’en va pas de meˆme du parame`tre de re´gularisation γ, dont la se´lection peut paraıˆtre
quelque peu arbitraire. Il est donc essentiel de disposer pour sa de´termination d’un
crite`re objectif.
Plusieurs me´thodes ont e´te´ propose´es a` cet effet (Vogel, 2002), parmi lesquelles on
retiendra dans ce qui suit l’analyse de la courbe en L (L-curve, Hansen, 1992; Hansen et
O’Leary, 1993), ou le principe de Morozov (discrepancy principle).
L’ide´e de la me´thode de la courbe en L est simple. Elle repose sur le fait que les deux
termes de la fonctionnelle a` minimiser (5.28) sont en compe´tition. Ainsi, de grandes
valeurs du parame`tre γ conduisent a` une solution re´gulie`re (la variation totale TV (x)
est petite), mais de pie`tre qualite´ (le re´sidu |Ax− b|2 est grand). A l’inverse, lorsque γ
est petit, le re´sidu est faible, mais la solution est fortement oscillante.
Ainsi, la courbe γ 7→ (|Ax− b| , TV (x)) a une forme caracte´ristique en L (voir
figures 5.43 et 5.44), et le parame`tre de re´gularisation γ retenu est celui qui correpond au
« coude », dont la de´finition est arbitraire : Hansen et O’Leary (1993) retiennent le point
de courbure maximale, tandis que Vogel (2002) recommande quant a` lui de calculer la
courbure de la courbe γ 7→ (log |Ax− b| , log TV (x)).
L’approche de Morozov correspond a` la re´solution d’un proble`me inverse dont les
donne´es b sont imparfaites, entache´es de bruit. Si σ est une estimation de ce bruit, il
est alors illusoire de vouloir reproduire par la solution x la mesure avec une pre´cision
infe´rieure a` σ . En d’autres termes, on se contentera de re´soudre le syste`me Ax = b a` σ
pre`s, c’est-a`-dire que l’on cherchera a` de´terminer x tel que
|Ax− b|2 ≤ mσ2,
ou` m est le nombre de mesures (taille du sinogramme dans le cas pre´sent). Dans le cadre
des me´thodes de Tikhonov, on choisit la plus grande valeur de γ permettant de ve´rifier
l’ine´galite´ pre´ce´dente. Cette me´thode est conceptuellement simple, et ne comporte pas
d’arbitraire ; elle ne´cessite toutefois la de´termination, parfois de´licate, du niveau de bruit
σ .
La me´thode de Morozov conduit souvent a` surestimer le parame`tre de re´gularisation,
et la me´thode de la courbe en L lui est ge´ne´ralement pre´fe´re´e. Nous verrons que dans le
cas pre´sent, la situation est inverse´e, et la valeur du parame`tre de re´gularisation sera
donc de´termine´e par la me´thode de Morozov.
5.5.3 Reconstruction des se´ries 20090530–04 et 20091107–08
L’alignement des se´ries 20090530–04 et 20091107–08 a e´te´ pre´sente´ au paragraphe
5.4.4. Afin de pouvoir reconstruire les objets tridimensionnels correspondants, il faut
pre´alablement convertir les projections en sinogrammes, ce qui ne pose aucune difficulte´.
La reconstruction proprement dite de chaque se´rie est faite tranche par tranche.
L’algorithme e´tant ite´ratif, la convergence est d’autant plus rapide que l’estimation
initiale de la reconstruction de la tranche courante est meilleure. Ainsi, on utilise la
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FIG. 5.37: Exemples de sinogrammes des se´ries 20090530–04 (en haut, a` gauche) et 20091107–
08 (a` droite). Ces deux sinogrammes seront utilise´s pour l’e´tude parame´trique permettant
de de´terminer la valeur du parame`tre de re´gularisation µ. Toutefois, dans la partie gauche
du sinogramme extrait de la se´rie 20090530–04, on discerne une portion de fuseau sinusoı¨dal
qui correspond a` un objet partiellement contenu sur une partie des projections. Il est supprime´
manuellement pour l’e´tude parame´trique, qui porte donc sur le sinogramme pre´sente´ en
bas, a` gauche.
reconstruction de la tranche pre´ce´dente comme estimation initiale de la reconstruction
de la tranche courante.
Comme Yang et coll. (2010), on adopte ici γ = 1.618 ; β est par ailleurs fixe´ a` β = 100.
En toute rigueur, β est un parame`tre de pe´nalisation qui est amene´ a` tendre vers l’infini.
Ainsi, on devrait proce´der a` plusieurs reconstructions, en augmentant progressivement
la valeur β, et en utilisant comme estimation initiale de la reconstruction courante la
reconstruction converge´e pre´ce´demment obtenue avec une valeur plus faible de β.
Une telle approche e´tait effectivement ne´cessaire dans la version initiale de l’algo-
rithme RecPF (Yang et coll., 2008). Comme le remarquent les auteurs, l’utilisation du
lagrangien augmente´ dans la nouvelle version de leur algorithme ame´liore significati-
vement la situation, et il n’est plus ne´cessaire d’ite´rer sur les valeurs de β, ni meˆme de
se´lectionner une valeur de´mesure´ment e´leve´e pour ce parame`tre (au risque d’obtenir
un syste`me a` nouveau mal conditionne´). Nous avons ve´rifie´ ces affirmations sur les
reconstructions conside´re´es ici : celles-ci deviennent effectivement insensibles a` β de´s
lors que β ≥ 100.
Il reste a` de´terminer la valeur du parame`tre de re´gularisation µ. Pour cela, les
me´thodes de Morozov et de la courbe en L sont teste´es tour a` tour. On constate que
la me´thode de Morozov est la plus satisfaisante. On doit donc dans un premier temps
quantifier le bruit dans les se´ries d’images.
5.5.3.1 Estimation du niveau de bruit
L’estimation du bruit dans une image est une question de´licate. La me´thode que nous
proposons ici est rustique, mais relativement robuste. Elle consiste a` se´lectionner dans
chaque image d’une se´rie une re´gion n’appartenant pas a` l’objet (voir figure 5.38). Cette
re´gion doit eˆtre suffisamment grande (afin d’assurer sa repre´sentativite´ statistique), mais
pas trop (du fait de la non-homoge´ne´ite´ de la source). Si l’image n’e´tait pas bruite´e, le
niveau de gris devrait eˆtre constant dans la re´gion se´lectionne´e. En pre´sence de bruit, le
niveau de gris est susceptible de fluctue´ suivant une loi de distribution que l’on mesure
a` l’aide de l’histogramme. Afin de be´ne´ficier d’un e´chantillon plus large, on cumule
les histogrammes obtenus sur chaque image de la meˆme se´rie ; ces histogrammes sont
repre´sente´s sur la figure 5.39.
Sur cette figure, la gaussienne de meˆmes moyenne et e´cart-type a e´te´ repre´sente´e
dans chaque cas, bien qu’il n’y ait pas de raison the´orique pour que le bruit mesure´
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1µm
1µm
FIG. 5.38: Re´gions d’inte´reˆt de´finies pour l’estimation du niveau de bruit dans les se´ries
20090530–04 (gauche) et 20091107–08 (droite).
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FIG. 5.39: Histogramme des niveaux de gris dans les re´gions d’inte´reˆt repre´sente´es en figure
5.38. Ces histogrammes sont cumule´s sur la totalite´ des images d’une meˆme se´rie. La se´rie
20090530–04 est repre´sente´e a` gauche, la se´rie 20091107–08 a` droite. Sur chaque graphe, la
gaussienne (b) de meˆmes moyenne et e´cart-type a e´te´ superpose´e a` l’histogramme re´el (a).
sur ces images soit un processus gaussien. En effet, le bruit accompagnant la formation
des images en transmission est un processus poissonien (lie´ a` l’arrive´e des photons sur
le de´tecteur), les histogrammes repre´sente´s sur la figure 5.39 correspondant au bruit
mesure´ sur le logarithme des images en transmission.
L’e´cart-type σ des histogrammes de la figure 5.39 est
– pour la se´rie 20090530–04 : σ = 0.03940113 (valeur retenue : σ = 0.04),
– pour la se´rie 20091107–08 : σ = 0.02078143 (valeur retenue : σ = 0.02),
ces valeurs sont celles a` utiliser pour de´terminer le parame`tre de re´gularisation par la
me´thode de Morozov.
5.5.3.2 De´termination du parame`tre de re´gularisation µ
Pour chacune des se´ries, on proce`de a` une e´tude parame´trique en faisant varier µ
et en calculant la reconstruction correspondant a` un sinogramme. En toute rigueur, on
devrait reconstruire la totalite´ des sinogrammes, ce qui conduit a` des temps de calcul
inacceptables ; on se contente donc de se´lectionner un sinogramme conside´re´ comme
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repre´sentatif, au sens ou` le niveau de gris fluctue de fac¸on assez importante dans la
reconstruction (voir figure 5.37).
Signalons toutefois que pour la se´rie 20090530–04, le sinogramme pre´sente´ en figure
5.37 (en haut, a` gauche) inclus un objet qui n’est que partiellement contenu dans les
projections, ce qui se traduit sur le sinogramme par l’existence d’un fuseau sinusoı¨dal
incomplet en partie gauche. Au cours de la rotation du porte-e´chantillon, cet objet n’in-
terfe`re jamais avec d’autres objets de la re´gion d’inte´reˆt (puisque ce fuseau sinusoı¨dal
n’en croise pas d’autre), et n’affecte donc pas leur reconstruction. Nous avons en re-
vanche constate´ qu’il pilotait induˆment les valeurs du re´sidu |Ax− b|2. Pour l’e´tude
parame´trique pre´sente´e ci-apre`s (et seulement pour celle-ci), nous l’avons donc supprime´
manuellement du sinogramme, dont la version effectivement utilise´e est pre´sente´e en
bas et a` gauche de la figure 5.37.
Sur les figures 5.40 (se´rie 20090530–04) et 5.41 (se´rie 20091107–08) sont repre´sente´es
les reconstructions des sinogrammes conside´re´s, pour diverses valeurs du parame`tre de
re´gularisation µ. Pour chaque choix de µ, on calcule la valeur du re´sidu |Ax− b|2 et de
la variation totale TV (x) lorsque la convergence est atteinte.
Les courbes de la figure 5.42 repre´sentent les variations du re´sidu |Ax− b|2 en
fonction du parame`tre de re´gularisation µ. La comparaison de ce re´sidu a` mσ2 permet
en the´orie la de´termination de µ selon la me´thode de Morozov. Si la valeur ainsi obtenue
est raisonnable pour la se´rie 20090530-04 (σ = 0.04), il n’en va pas de meˆme de la
se´rie 20091107–08 (σ = 0.02). On devrait en effet avoir dans ce dernier cas µ > 10, la
reconstruction e´tant alors trop irre´gulie`re (comme le montrent les images de la figure
5.41). Par la suite, on renoncera donc a` appliquer la me´thode de Morozov, dont la fiabilite´
semble discutable pour le proble`me conside´re´.
Fort heureusement, la me´thode de la courbe en L conduit a` des re´sultats beau-
coup plus homoge`nes. Cette courbe, sur laquelle le « coude » est clairement visible, est
repre´sente´e en e´chelle logarithmique pour les se´ries 20090530–04 (figure 5.43, gauche) et
20091107–08 (figure 5.44, gauche). La courbe en L est interpole´e par une spline cubique,
dont la de´rivation permet de calculer la courbure, et d’en repe´rer finement l’extre´mum.
Signalons que le graphe repre´sentant la courbure en fonction de µ (figures 5.43, droite,
et 5.44, droite) pre´sente des oscillations dues au sche´ma d’interpolation lui-meˆme. Ces
artefacts se produisent toutefois loin de l’optimum, dont l’estimation est juge´e fiable, et
fournit les valeurs optimales (au sens de la courbe en L) du parame`tre de re´gularisation
– pour la se´rie 20090530–04 : µ = 0.27,
– pour la se´rie 20091107–08 : µ = 0.36.
En ce qui concerne la se´rie 20091107–08, l’observation de la figure 5.41 montre que
pour 0.25 ≤ µ ≤ 1.0, la reconstruction varie peu. De plus, dans cet intervalle, les
reconstructions sont visuellement satisfaisantes : l’utilisation de la courbe en L conduit
donc dans ce cas a` une valeur convaincante du parame`tre de re´gularisation.
Il suffit en revanche d’observer la figure 5.40 pour constater que pour µ = 0.27,
la reconstruction de la se´rie 20090530–04 est trop re´gularise´e : tous les de´tails de la
frontie`re du grain disparaissent. A l’inverse, le crite`re de Morozov (µ = 2.0) conduit a`
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µ = 0.015625 µ = 0.03125 µ = 0.0625
µ = 0.125 µ = 0.25 µ = 0.5
µ = 1.0 µ = 2.0 µ = 4.0
µ = 8.0 µ = 16.0 µ = 32.0
FIG. 5.40: Influence de la valeur du parame`tre de re´gularisation µ sur la reconstruction du
sinogramme extrait de la se´rie 20090530–04, et pre´sente´ en figure 5.37 (en bas, a` gauche).
une reconstruction insuffisamment re´gularise´e. Ces constatations subjectives montrent
les limites des crite`res de choix du parame`tre de re´gularisation. Notons d’ailleurs que si
le crite`re de Morozov est de´fini sans e´quivoque, il n’en va pas de meˆme de celui de la
courbe en L, puisque le choix de calculer la courbure de la courbe en L trace´e en e´chelle
logarithmique est arbitraire.
Conside´rant que les valeurs de µ donne´es par les crite`res de Morozov et de la courbe
en L sont un encadrement de la « bonne » valeur de µ, on adoptera dans ce qui suit la
valeur interme´diaire µ = 1.0.
5.5.3.3 Reconstruction par la me´thode RecPF
La me´thode RecPF est mise en œuvre sur les se´ries 20090530–04 et 20091107–08, avec
les valeurs de´termine´es au paragraphe pre´ce´dent pour le parame`tre de re´gularisation µ.
Les figures 5.45 et 5.46 pre´sentent quelques coupes des reconstructions ainsi obtenues
pour les se´ries 20090530–04 et 20091107–08, respectivement. Si l’identification sur ces
images du contour exte´rieur des grains de ciment est relativement aise´e, il n’en va pas de
meˆme de leur structure interne, qui est pourtant bien celle qui nous inte´resse (la frontie`re
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µ = 0.015625 µ = 0.03125 µ = 0.0625
µ = 0.125 µ = 0.25 µ = 0.5
µ = 1.0 µ = 2.0 µ = 4.0
µ = 8.0 µ = 16.0 µ = 32.0
FIG. 5.41: Influence de la valeur du parame`tre de re´gularisation µ sur la reconstruction du
sinogramme extrait de la se´rie 20091107–08, et pre´sente´ en figure 5.37 (a` droite).
externe du grain e´tant essentiellement cre´e´e lors de la pre´paration de l’e´chantillon par
broyage). Sur les se´ries d’images en notre possession, la caracte´risation du re´seau poreux
a` l’e´chelle de quelques dizaines de nanome`tres est donc malheureusement hors de
porte´e.
Une analyse quantitative de ces images reste toutefois possible, et nous verrons plus
loin que les fluctuations de niveau de gris de la reconstruction permettent de re´ve´ler la
microstructure aux e´chelles infe´rieures a` celle du voxel.
5.5.3.4 Visualisation 3d des reconstructions
Compte-tenu de l’existence du film supportant les e´chantillons, ainsi que du bruit
de mesure, le champ µ n’est pas rigoureusement nul a` l’exte´rieur de l’objet recons-
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FIG. 5.42: Re´sidu de la reconstruction converge´e en fonction du parame`tre de re´gularisation
µ. Dans le cas de la se´rie 20090530–04 (gauche), l’application du crite`re de Morozov conduit
a` µ ≃ 2.0. On voit en revanche que dans le cas de la se´rie 20091107–08 (droite), ce crite`re
conduirait a` une valeur beaucoup trop e´leve´e de µ (comme le montre la figure 5.41).
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FIG. 5.43: A gauche, repre´sentation de la courbe en L pour la se´rie 20090530–04 (b), ainsi
que son ajustement a` une spline (a) ; a` droite, sa courbure en fonction du parame`tre de
re´gularisation µ. L’optimum est obtenu pour µ ≃ 0.27.
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FIG. 5.44: A gauche, repre´sentation de la courbe en L pour la se´rie 20091107–08 (b), ainsi
que son ajustement a` une spline (a) ; a` droite, sa courbure en fonction du parame`tre de
re´gularisation µ. L’optimum est obtenu pour µ ≃ 0.36.
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1µm 1µm 1µm
FIG. 5.45: Reconstruction de la se´rie 20090530–04. La figure pre´sente trois coupes de l’objet
dans le plan xy du de´tecteur, a` environ 0.25µm d’intervalle.
1µm 1µm 1µm
FIG. 5.46: Reconstruction de la se´rie 20091107–08. La figure pre´sente trois coupes de l’objet
dans le plan xy du de´tecteur, a` environ 0.30µm d’intervalle.
truit ; le contraste entre exte´rieur et inte´rieur de l’objet est toutefois suffisamment
important pour qu’un simple seuillage de la reconstruction permette de pallier a` ce
proble`me. Ce seuillage est ne´cessaire, puisqu’aussi bien les visualisations tridimen-
sionnelles pre´sente´es dans ce paragraphe que les analyses quantitatives expose´es au
paragraphe suivant ne´cessitent de pouvoir de´cider pour chaque voxel de la reconstruc-
tion si celui-ci appartient ou non a` l’objet reconstruit.
Un seuillage manuel relativement fiable est possible, mais il est pre´fe´rable de disposer
d’un crite`re objectif pour de´terminer la valeur du seuil. On retient pour cela la valeur
suivante (Pothuaud et coll., 2000)
µ0 =
∫
R3
µ (x, y, z) |∇µ (x, y, z)|2 d x d y d z∫
R3
|∇µ (x, y, z)|2 d x d y d z
, (5.33)
ou` µ (x, y, z) est le niveau de gris de la reconstruction au point (x, y, z), et µ0 est le seuil.
Les points situe´s sur la frontie`re sont privile´gie´s par la ponde´ration par le gradient, ce
dernier e´tant e´value´ classiquement par convolution avec la de´rive´e d’un noyau gaussien
(Koenderink, 1984).
En the´orie, cette formule permet de travailler directement en trois dimensions, et
d’obtenir une unique valeur du seuil pour une reconstruction donne´e. Cependant, au
cours de sa reconstruction, chaque coupe de l’objet dans le plan xz est traite´e de fac¸on
inde´pendante. Il en re´sulte une certaine inhomoge´ne´ite´ de la reconstruction dans la
direction yy, qui se traduit sur les images des figures 5.45 et 5.46 par l’apparition de
« stries » horizontales, qui faussent l’e´valuation de la de´rive´e partielle ∂yµ.
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µ = 0.27 (courbe en L) µ = 1.0 (interme´diaire) µ = 2.0 (Morozov)
FIG. 5.47: Comparaison de la reconstruction de l’un des grains de ciment de la se´rie 20090530–
04 pour plusieurs valeurs du parame`tre de re´gularisation µ (le grain est vu sous l’angle
θ = 30◦). La reconstruction obtenue avec µ = 0.27 est trop re´gularise´e, et une bonne partie
des de´tails de la surface du grain ont disparu. Avec µ = 2.0 au contraire, la reconstruction
pre´sente des artefacts plus importants.
Il est donc pre´fe´rable d’appliquer le crite`re (5.33) coupe par coupe (le gradient∇µ
e´tant calcule´ dans le plan xz). On obtient alors une se´rie de valeurs pour le seuil, dont on
prend la moyenne. Ainsi seuille´es, les reconstructions peuvent eˆtre visualise´es en trois
dimensions (figures 5.48 et 5.49), ce qui permet notamment de controˆler leur cohe´rence
avec les projections initiales.
En ce qui concerne la reconstruction de la se´rie 20090530–04, nous avons vu qu’une
incertitude relative au choix du parame`tre de re´gularisation µ. Sur la figure 5.47 sont
juxtapose´es les reconstructions de l’un des grains de ciment de la se´rie 20090530–04,
pour les trois valeurs de µ propose´es pre´ce´demment. On constate que – visuellement au
moins –, la valeur µ = 1.0 constitue un bon compromis entre justesse et re´gularite´ de la
reconstruction. Les vues rassemble´es sur la figure 5.48 sont obtenues avec cette valeur
interme´diaire. Ce choix peut sembler quelque peu arbitraire. Nous verrons toutefois que
les analyses quantitatives propose´es au paragraphe 5.6.3 sont peu sensibles a` la valeur
de µ.
Nous avons de´ja` mentionne´ que la reconstruction de la se´rie 20091107–08 e´tait moins
sensible a` la valeur du parame`tre µ, et on s’en tiendra donc a` celle de´termine´e par la
me´thode de la courbe en L (voir figure 5.44). Plusieurs vues de la reconstruction de cette
se´rie sont pre´sente´es en figure 5.49.
5.6 Exploitation quantitative des reconstructions
5.6.1 Position du proble`me
Il est e´vident que les reconstructions tridimensionnelles des figures 5.48 et 5.49 ne
constituent pas une fin en elles-meˆmes, et il est capital de quantifier ces images. Un tel
but est en the´orie atteignable, puisque la reconstruction tridimensionnelle correspond
a` la carte (x, y, z) 7→ µ (x, y, z) des coefficients d’absorption line´aires (voir paragraphe
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θ = 0◦ θ = 30◦ θ = 60◦
θ = 90◦ θ = 120◦ θ = 150◦
θ = 180◦
FIG. 5.48: Reconstruction tridimensionnelle de la se´rie 20090530–04.
5.1.1). En l’absence d’artefacts et de bruit, les niveaux de gris de la reconstruction sont
donc directement lie´s a` la composition chimique locale de l’e´chantillon.
La re´solution d’une expe´rience de tomographie e´tant finie, il s’agit plutoˆt ici d’une
composition chimiquemoyenne, a` l’e´chelle du voxel. Si la re´solution est suffisamment fine,
et si l’e´chantillon est constitue´ de plusieurs phases homoge`nes, la composition moyenne
(donc le niveau de gris) varie peu d’un voxel a` l’autre (au sein d’une meˆme phase).
Une segmentation de l’image tridimensionnelle est alors possible, chaque voxel e´tant
attribue´ de fac¸on univoque (sur la base de son niveau de gris, e´ventuellement ponde´re´
par d’autres descripteurs locaux de l’image (Tariel, 2009)) a` l’une des phases en pre´sence.
Dans ce cas, on peut notamment e´tudier directement les interfaces de l’e´chantillon, par
exemple en simulant une expe´rience de diffusion aux petits angles (Pothuaud et coll.,
2000).
Dans le cas pre´sent, la re´solution des images est trop « grossie`re » (au vu des e´chelles
d’espace que l’on cherche a` caracte´riser) pour en permettre la segmentation. S’il est pos-
225
5. OBSERVATION DIRECTE DE PAˆTES DE CIMENT PAR MICROSCOPIE X
θ = 0◦ θ = 30◦ θ = 60◦
θ = 90◦ θ = 120◦ θ = 150◦
θ = 180◦
FIG. 5.49: Reconstruction tridimensionnelle de la se´rie 20091107–08.
sible de distinguer l’enveloppe externe des grains de ciment obtenus par broyage, on ne
peut en revanche pas isoler leur re´seau poreux interne. Dans l’e´tat actuel des techniques
de nanotomographie, on doit donc renoncer a` toute segmentation des reconstructions
propose´es ici.
Cela ne signifie toutefois pas que l’analyse quantitative des images obtenues est
impossible, mais simplement qu’elle doit se baser sur l’interpre´tation directe des valeurs
locales du niveau de gris. Un exemple d’une telle analyse « en niveaux de gris » est
pre´sente´ au paragraphe 5.6.2, dans lequel on montre que meˆme si l’interface n’est pas
re´solue, le calcul du spectre de diffusion aux petits angles reste accessible.
Applique´e aux reconstructions des se´ries 20090530–04 et 20091107–08, cette tech-
nique conduit a` une premie`re analyse quantitative des images, dont les re´sultats seront
pre´sente´s au paragraphe 5.6.3.
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5.6.2 Calcul du spectre de diffusion aux petits angles d’une reconstruction
en niveaux de gris
Onmontre dans ce paragraphe que la re´solution limite´e du dispositif expe´rimental de
nanotomographie n’empeˆche en rien le calcul du spectre de diffusion des reconstructions.
On conside`re pour cela les e´chantillons comme des solides poreux a` matrice homoge`ne,
et on admet que dans les reconstructions, le niveau de gris d’un voxel correspond a` la
valeur moyenne volumique (sur ce voxel) du coefficient d’absorption line´aire local.
On note Ω le volume occupe´ par l’e´chantillon, etW celui occupe´ par un voxel de
re´fe´rence (centre´ a` l’origine). Soit x 7→ χs (x) la fonction indicatrice de la phase solide, et
x 7→ w (x) celle du voxel de re´fe´rence. En notant µs le coefficient d’absorption line´aire de
la phase solide, on voit que la carte x 7→ µ (x) a pour expression
µ (x) = µsχs (x) ,
tandis que le niveau de gris µrec (x) dans la reconstruction est la moyenne sur le voxel
centre´ en ce point
µrec (x) =
µs
|W|
∫
R3
w (y− x) χs (y) d3 y,
ou` x 7→ w (x) de´signe la fonction indicatrice du voxel de re´fe´rence. La reconstruction est
donc directement proportionnelle a` la fraction volumique locale fs (x) (mesure´e sur un
voxel) de la phase solide
µrec (x) = µs fs (x) , fs (x) =
1
|W|
∫
R3
w (y− x) χs (y) d3 y.
A l’aide de l’e´galite´ de Parseval, combine´e a` l’expression classique de la transforme´e
de Fourier d’un produit de convolution, on aboutit aise´ment a` l’expression suivante du
spectre de puissance
∣∣∣ fˆs∣∣∣2 de la reconstruction
∣∣∣ fˆs (k)∣∣∣2 = |FW (k)|2 |χˆs (k)|2 , FW (k) = 1|W|
∫
R3
w (x) exp (−ık · x) d3 x,
ou` FW de´signe le facteur de forme du voxel
FW
(
kx, ky, kz
)
= sinc
kx∆x
2
sinc
ky∆y
2
sinc
kz∆z
2
,
ou` ∆x (resp. ∆y,∆z) de´signe la taille du voxel dans la direction xx (resp. yy, zz).
On reconnaıˆt en |χˆs|2 l’expression, a` un facteur pre`s, du spectre de diffusion re´el I
de l’e´chantillon. Si le milieu est statistiquement isotrope, ce spectre ne de´pend que de
la norme k du vecteur d’onde k, et la moyenne isotrope du spectre de puissance de la
reconstruction est
Prec (k) = |FW (k)|2 I (k) , FW (k) = 1
4π
∫
|n|=1
FW (kn) d2 n. (5.34)
En conclusion, le spectre de diffusion de l’e´chantillon conside´re´ peut eˆtre estime´
en calculant la moyenne angulaire du spectre de puissance de la reconstruction en
niveaux de gris. Ce calcul est effectue´ en deux temps : i. on calcule tout d’abord, par
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FIG. 5.50: Facteur de forme isotrope d’un voxel carre´ (∆x = ∆y = ∆z = ∆), en e´chelles
line´aire (gauche) et logarithmique (droite). On voit que pour k∆ = π (qui correspond d’apre`s
le the´ore`me de Shannon a` la valeur supe´rieure pour laquelle le spectre de diffusion peut
eˆtre calcule´e), la correction a` appliquer dans la formule (5.34) pour le calcul du spectre de
diffusion a` partir du spectre de puissance n’est pas ne´gligeable.
me´thode de Monte-Carlo, la moyenne isotrope de l’autocorre´lation (dans l’espace re´el)
de l’e´chantillon, soit γ (r), puis ii. on e´value la transforme´e de Fourier (isotrope, tri-
dimensionnelle) de cette autocorre´lation. On doit finalement diviser le re´sultat par le
facteur de forme isotrope du voxel, cette dernie`re correction n’e´tant pas ne´gligeable (voir
figure 5.50).
5.6.3 Application aux se´ries 20090530–04 et 20091107–08
Il est paradoxal de chercher a` calculer le spectre de diffusion aux petits angles (c’est-
a`-dire a` quantifier les fluctuations des niveaux de gris de l’image tridimensionnelle)
d’une reconstruction dont on a artificiellement limite´ la variation totale (c’est-a`-dire
pre´cise´ment ces fluctuations). On peut donc le´gitimement douter de la fiabilite´ des
spectre calcule´s par la me´thode du paragraphe 5.6.2. Fort heureusement, on constate
expe´rimentalement que la re´gularisation adopte´e n’affecte que peu l’allure ge´ne´rale du
spectre cherche´.
Pour le voir, on conside`re a` nouveau les trois reconstructions diffe´rentes de la
se´rie 20090530–04, et en vue de limiter les temps de calculs, on se restreint au seul
grain repre´sente´ sur la figure 5.47. Cette re´gion correspond a` un volume 200× 200×
125 pixels3.
Sur le graphe de la figure 5.51 (gauche) sont superpose´es les fonctions d’auto-
corre´lation de ces trois reconstructions. L’influence du poids du terme de re´gularisation
y est manifeste, et laisse craindre que le spectre de diffusion ne soit lui aussi fortement
affecte´. Les calculs rassemble´s sur le graphe de la figure 5.51 (droite) montrent qu’il n’en
est rien : quoique sensiblement diffe´rents, les trois spectres obtenus par la me´thode du
paragraphe 5.6.2 pre´sentent la meˆme allure ge´ne´rale, avec deux re´gimes alge´briques, la
transition se situant autour de q = 0.01 A˚.
Pour les faibles valeurs de q (q ≤ 0.01 A˚), on observe un re´gime de Porod en q−4,
signature de l’enveloppe exte´rieure du grain de ciment. Celle-ci est d’origine artificielle,
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du fait de la pre´paration des e´chantillons par broyage ; cette partie du spectre de diffusion
ne doit donc pas eˆtre prise en compte. Pour les grandes valeurs de q (q ≥ 0.01 A˚)
l’exposant du re´gime alge´brique de´pend de la valeur du parame`tre de re´gularisation µ.
Dans les trois cas, il se distingue nettement de la valeur −4 correspondant au re´gime
de Porod, sa valeur e´tant voisine de −3.2. On peut donc affirmer que ce n’est pas une
interface lisse qui cre´e le spectre observe´ dans cette re´gion.
Le re´gime alge´brique aux grands q est en fait duˆ aux fluctuations locales de niveau
de gris a` l’inte´rieur du grain. Pour le montrer, il suffit de supprimer ces fluctuations en
seuillant les reconstructions (voir figure 5.52). On obtient alors une reconstruction auxi-
liaire, binaire, pour laquelle le spectre de diffusion est duˆ uniquement a` la ge´ome´trie de
l’enveloppe externe du grain. Ce spectre est calcule´ de la meˆme fac¸on que pre´ce´demment,
et repre´sente´ sur la figure 5.53. Il diffe`re du spectre e´tabli sur la meˆme reconstruction,
en conservant les fluctuations des niveaux de gris, auxquelles on peut donc attribuer
l’origine du re´gime alge´brique en q−3.2.
5.6.4 Conse´quences pour la microstructure du C–S–H
Les re´sultats pre´ce´dents sont inte´ressants, car il est classique pour les paˆtes de ciment
d’observer en diffusion aux petits angles un exposant entre −3 et −4 dans cette gamme
de q (voir le paragraphe 4.2). Il a e´te´ montre´ ci-dessus que ce sont les fluctuations
du niveau de gris qui expliquent ce spectre. Ces fluctuations traduisent sous forme
moyenne´e des variations de la microstructure sur des distances infe´rieures a` la taille des
voxels (donc de l’ordre de quelques nanome`tres).
Or, l’existence de domaines cristallins nanome´triques a re´cemment e´te´ de´montre´e
expe´rimentalement par diffraction des rayons X (Skinner et coll., 2010). Ces auteurs
e´valuent la taille des domaines de cohe´rence a` environ 3.5 nm, ce qui est compatible
avec les observations faites dans le pre´sent travail. Ils voient toutefois dans l’observation
de ces domaines la confirmation de l’existence des globules de´fendus par Allen et coll.
(1987) et Jennings (2008). Cette dernie`re explication n’est pas satisfaisante, car, comme
nous l’avons vu au chapitre 4, un tel mode`le ne peut rendre compte des spectres de
diffusion alge´briques observe´s dans les paˆtes de ciment.
Ces conside´rations nous conduisent a` rejeter l’hypothe`se granulaire, au profit d’un
mode`le dans lequel le C–S–H est une phase continue, dont les fluctuations locales de
densite´ sont a` l’origine du spectre alge´brique observe´, et sont corre´le´es sur des distances
de l’ordre de 3.5 nm. Il est important de noter que (contrairement au mode`le globulaire),
une telle microstructure est re´alisable. La confirmation expe´rimentale de cette hypothe`se
de´pend de l’ame´lioration de la re´solution des techniques d’investigation.
***
Dans ce chapitre, des paˆtes de ciment hydrate´es ont e´te´ observe´es par microscopie
X. Le choix d’une telle technique d’observation re´side dans le fait que l’e´paisseur de
l’e´chantillon peut (contrairement a` la microscopie e´lectronique en transmission, par
exemple) eˆtre relativement importante, la structure nanome´trique du re´seau poreux
e´tant alors pre´serve´e lors de la pre´paration des e´chantillons.
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FIG. 5.51: Influence de la valeur du parame`tre de re´gularisation µ sur les corre´lations a`
deux points de la reconstruction de la se´rie 20090530–04. A gauche, dans l’espace direct, a`
droite, l’estimation correspondante du spectre de diffusion (la droite repre´sente le compor-
tement alge´brique q−3.2). Pour les deux graphes, les courbes a, b, et c prises dans cet ordre
correspondent a` µ = 0.27,µ = 1.0,µ = 2.0.
FIG. 5.52: On supprime les fluctuations des niveaux de gris dans les reconstructions en
affectant la valeur 1 a` tous les voxels dont le niveau de gris est supe´rieur au seuil de´termine´
par la formule (5.33), et 0 aux autres voxels. A gauche, la reconstruction initiale, et a` droite,
la reconstruction ainsi seuille´e.
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FIG. 5.53: Comparaison des spectres de diffusion engendre´s par la reconstruction tridimen-
sionnelle de la figure 5.47, avant et apre`s seuillage. Le spectre engendre´ par les fluctuations
de niveau de gris et la rugosite´ de la frontie`re (courbe a, calcule´e sur l’image en niveaux de
gris) diffe`re tre`s sensiblement de celui engendre´ par la seule frontie`re (courbe b, calcule´e sur
l’image seuille´e).
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Avec une re´solution annonce´e de l’ordre de 20 nm, et un porte-e´chantillon rotatif, le
microscope a` plein champ (Bessy II/U41) utilise´ pour ces observations laissait entrevoir
l’espoir d’acce´der directement, et en trois dimensions, au re´seau poreux nanome´trique
des C–S–H. L’expe´rience a prouve´ que ce projet e´tait quelque peu ambitieux, et ce pour
plusieurs raisons.
Tout d’abord, le dispositif expe´rimental lui-meˆme pre´sente d’ine´vitables limitations,
parmi lesquelles on peut citer d’une part la faible profondeur de champ qui entraıˆne
une perte de nettete´ pour les grands angles de rotation, et d’autre part l’encombrement
ge´ome´trique du porte-e´chantillon, dont la rotation est limite´e, au mieux, a` ±70◦ (mais
le plus souvent a` ±40◦). Si la seconde est irre´me´diable (puisque intimement lie´e a` la
conception meˆme du microscope 5), il n’en va pas de meˆme de la premie`re. En effet, a`
l’heure actuelle, les reconstructions tomographiques sont calcule´es en admettant que
les images re´sultent d’une projection paralle`le. Cette hypothe`se simplificatrice, ve´rifie´e
avec une excellente approximation (Weiß et coll., 2000) pour les faibles angles de rotation,
ne peut rendre compte de la sortie de l’e´chantillon de la zone de nettete´ (voir figure
5.8). Il faut pour cela recourir a` une description exacte du trajet suivi par chaque rayon
illuminant l’objet (lancer de rayon). L’ope´rateur line´aire intervenant dans les me´thodes
alge´briques de´crites au paragraphe 5.5.1.2 est alors modifie´, mais pas les algorithmes per-
mettant son inversion ni sa re´gularisation. Une telle approche est tout a` fait envisageable,
puisque le microscope a` plein champ utilise´ ici a de´ja` fait l’objet d’une mode´lisation par
lancer de rayons (Scha¨fers, 2008; Guttmann et coll., 2009).
Ensuite, si la capacite´ a` traverser un e´chantillon e´pais est l’un des atouts majeurs de
la microscopie X, cette e´paisseur pe´nalise fortement le traitement nume´rique des se´ries
tomographiques. En effet, bien que les proble`mes the´oriques (alignement, reconstruction)
souleve´s par les expe´riences pre´sente´es dans ce chapitre soient en tous points semblables
a` ceux qui se posent en tomographie e´lectronique, les solutions propose´es pour cette
technique (Frank, 2005) ne sont pas ne´cessairement directement transposables au cas
pre´sent, puisque bon nombre d’entre elles font l’hypothe`se implicite d’un e´chantillon
mince.
C’est le cas par exemple des me´thodes d’alignement par marqueurs virtuels (Brandt
et coll., 2001a; Castan˜o-Dı´ez et coll., 2008; Sorzano et coll., 2009), qui semblent de loin les
plus prometteuses en tomographie e´lectronique, et n’ont pourtant donne´ sur nos se´ries
d’images que des re´sultats mitige´s. Clairement, des de´veloppements spe´cifiques relatifs
a` l’alignement sont ne´cessaires. En l’absence de tels de´veloppements, l’inclusion (dans
l’e´chantillon ou son film support) de particules sphe´riques en or semble eˆtre, lorsqu’elle
est praticable, la meilleure solution.
C’est e´galement le cas de la reconstruction, dont il est bien connu qu’elle contient
des artefacts (allongement des objets dans le sens de l’axe optique) lorsque la se´rie
tomographique est incomple`te. Si l’e´chantillon est suffisamment mince, ces artefacts
restent limite´s, et il est possible de produire des reconstructions tout a` fait convaincantes
a` l’aide de me´thodes classiques (la me´thode de re´troprojection filtre´e est imple´mente´e par
de´faut dans le programme IMOD, couramment utilise´ en biologie). Lorsque l’e´chantillon
est e´pais, les artefacts peuvent rendre les reconstructions inexploitables, et il devient alors
5Signalons a` ce propos que la conception du nouveau microscope X a` l’Advanced Light Source de Berkeley
pre´voit que les e´chantillons soient place´s dans des tubes capillaires, la rotation comple`te e´tant alors possible
(Kilcoyne et coll., 2010).
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ne´cessaire d’introduire une information a priori sur ces reconstructions, pour compenser
l’information manquante dans les projections. C’est le roˆle du terme de re´gularisation
propose´ par Yang et coll. (2010) dans leur me´thode RecPF. Les reconstructions sont
significativement ame´liore´es, au prix de l’introduction d’une part d’arbitraire : nous
avons montre´ qu’un crite`re de choix objectif du parame`tre de re´gularisation µ reste a`
de´finir.
Il n’en reste pas moins que les expe´riences pre´sente´es ici constituent une premie`re
dans la science des mate´riaux cimentaires. A ce titre, les travaux pre´sente´s ici sont
exploratoires, et les re´sultats – bien que tre`s encourageants – ne´cessairement incomplets.
En l’absence de toute autre re´fe´rence, nous avons tente´ autant que possible de corre´ler
les images pre´sente´es ici a` des expe´riences plus classiques de diffusion des rayons X aux
petits angles.
Dans un premier temps, nous avons propose´ une me´thode de calcul du spectre de
diffusion a` partir des projections. Dans cette me´thode, a` notre connaissance originale,
aucune approximation n’est consentie en ce qui concerne l’e´paisseur de l’e´chantillon. Tre`s
rapide et syste´matique (puisque l’alignement n’est pas ne´cessaire), elle peut eˆtre ef-
fectue´e pendant l’acquisition meˆme des projections, et permettre de de´tecter un e´ventuel
proble`me dans l’expe´rience. Nous avons montre´ sa fiabilite´ en comparant les spectres
obtenus par le calcul a` ceux de´termine´s expe´rimentalement, l’accord e´tant excellent.
Compte-tenu des gammes de q explore´es, ce calcul se rapproche d’une expe´rience de type
Ultra-Small Angle Scattering (USAXS) avec l’avantage d’eˆtre beaucoup moins de´licate a`
mettre en œuvre. De plus, des calculs de spectre de diffusion anomale sont envisageables
(la technique restant a` tester dans ce cas).
Dans un second temps, nous avons proce´de´ a` la reconstruction tridimensionnelle
des e´chantillons. Graˆce a` l’utilisation d’une me´thode de re´gularisation approprie´e, les
reconstructions obtenues sont convaincantes. Leur re´solution est toutefois insuffisante
pour permettre une analyse directe du re´seau poreux de la phase C–S–H. Puisque la
segmentation de ces images tridimensionnelles n’e´tait pas possible, nous avons adopte´
une approche originale, consistant a` exploiter directement les fluctuations de ses niveaux
de gris. Une telle approche doit alors prendre en compte la physique qui a conduit a` la
formation des images e´tudie´es. C’est ainsi que nous avons pu de´terminer le spectre de
diffusion aux petits angles de l’un des e´chantillons observe´s sans connaıˆtre la structure
exacte du re´seau poreux. Meˆme dans des cas plus favorables ou` la segmentation est possible,
l’analyse quantitative de l’image en niveaux de gris ne doit pas eˆtre ne´glige´e, puisque,
comme tout traitement, la segmentation entraıˆne une perte d’information.
Les apports de ce chapitre sont essentiellement me´thodologiques, et les travaux
qui y sont pre´sente´s permettent de mieux cerner les algorithmes qui fonctionnent,
ainsi que les besoins en de´veloppements the´oriques. Ils nous ont e´galement permis de
faire progresser notre connaissance des mate´riaux cimentaires, puisque l’analyse des
reconstructions obtenues nous a conduit a` formuler l’hypothe`se que le C–S–H est une
phase continue, pre´sentant un ordre cristallin local a` l’e´chelle de quelques nanome`tres,
et dont les fluctuations a` ces meˆmes e´chelles sont a` l’origine du re´gime alge´brique de son
spectre de diffusion. Ces re´sultats pre´liminaires devront eˆtre confirme´s par de nouvelles
observations, l’expe´rience acquise au long de ce chapitre constituant un atout pre´cieux.
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Chapitre 6
Homoge´ne´isation nume´rique par
transforme´e de Fourier rapide
Les calculs pre´sente´s aux chapitres 2 et 3 on montre´ l’inte´reˆt d’estimer les proprie´te´s
me´caniques macroscopiques d’un syste`me he´te´roge`ne a` l’aide de me´thodes variation-
nelles base´es sur le principe deHashin et Shtrikman. Le choix d’un champ de polarisation
constant par phase conduit aux bornes classiques de Hashin et Shtrikman (ou aux estima-
tions de Mori et Tanaka), qui ne peuvent rendre compte d’un certain nombre de de´tails
de la microstructure (comme par exemple la distribution de tailles des pores, ou l’aniso-
tropie locale). L’ame´lioration de ces bornes et estimations passe donc ne´cessairement par
l’adoption d’un champ de polarisation plus riche.
Dans les chapitres 2 et 3, le parti pris est celui de l’enrichissement minimal du champ
de polarisation, au sens ou` la complexite´ introduite (champ polynomial par inclusion) est
strictement ne´cessaire pour que les bornes obtenues se distinguent de celles de Hashin
et Shtrikman. Malgre´ cet effort de simplicite´, la me´thode des inclusions polarise´es ainsi
mise au point devient semi-nume´rique, puisque le syste`me line´aire auquel elle conduit
doit eˆtre re´solu a` l’aide d’un ordinateur, sur une configuration donne´e ; la taille de ce
syste`me reste ne´anmoins modeste.
Il est bien entendu toujours possible de proce´der a` un calcul nume´rique complet de la
microstructure, par les me´thodes traditionnelles (e´le´ments finis, e´le´ments de frontie`re).
Une telle approche n’est ge´ne´ralement pas de´sirable, pour trois raisons. Premie`rement,
le calcul (assemblage et inversion du syste`me) et sa pre´paration (maillage) peuvent eˆtre
tre`s lourds, ce qui est pe´nalisant dans une approche statistique, ou` plusieurs re´alisations
d’un meˆme milieu de´sordonne´ doivent eˆtre calcule´es. Deuxie`mement, l’automatisation
comple`te des taˆches n’est bien souvent pas possible, une intervention humaine ponctuelle
(par exemple, pour corriger le maillage ge´ne´re´ automatiquement) s’ave´rant fre´quemment
ne´cessaire. Troisie`mement, la solution « exacte » (aux erreurs de discre´tisation pre`s)
fournie par le calcul complet est la plupart du temps trop riche pour permettre une
bonne compre´hension qualitative de l’influence respective, sur les proprie´te´s me´caniques
macroscopiques, des divers parame`tres microstructurels.
Il existe toutefois des cas ou` une telle richesse de la solution est recherche´e. Ainsi,
les expe´riences de nanotomographie pre´sente´es au chapitre 5 ne permettent pas d’isoler
des inclusions, et la me´thode des inclusions polarise´es perd donc toute sa pertinence.
De meˆme, en homoge´ne´isation non-line´aire, la localisation des de´formations doit eˆtre
233
6. HOMOGE´NE´ISATION NUME´RIQUE PAR TRANSFORME´E DE FOURIER RAPIDE
saisie avec pre´cision (Willot, 2007). Dans les deux cas, un calcul me´canique complet
est souhaitable, et si les e´le´ments finis (Kanit et coll., 2003; Annapragada et coll., 2007;
Kari et coll., 2007) ou de frontie`re (Liu et coll., 2005) ont e´te´ employe´s avec un certain
succe´s en e´lasticite´ line´aire, le domaine non-line´aire leur reste en pratique difficilement
accessible. A l’inverse, les me´thodes base´es sur la transforme´e de Fourier rapide sont
particulie`rement adapte´es au calcul (line´aire ou non) des milieux fortement he´te´roge`nes.
Depuis l’article fondateur de Moulinec et Suquet (1994), ces me´thodes n’ont cesse´ de
croıˆtre en popularite´ ; elles sont aujourd’hui applique´es sans difficulte´ majeure a` des
milieux rigides-plastiques (Bilger et coll., 2007) ou visco-plastiques (Idiart et coll., 2009).
La supe´riorite´ du sche´ma nume´rique de Moulinec et Suquet sur les approches tra-
ditionnelles tient a` plusieurs raisons. Il est tout d’abord formule´ naturellement dans le
cadre de l’homoge´ne´isation pe´riodique ; or, il est bien connu (Kanit et coll., 2003) que
les estimations des proprie´te´s homoge´ne´ise´es e´tablies avec des conditions aux limites
pe´riodiques sont moins sensibles a` la taille du volume statistique que leurs contrepar-
ties issues des conditions aux limites classiques de Hill. Les calculs sont par ailleurs
effectue´s sur une grille re´gulie`re, ce qui re´duit au minimum leur pre´paration (maillage),
et permet en outre d’envisager un couplage direct entre une technique d’imagerie tridi-
mensionnelle (telle que tomographie) et un calcul me´canique de l’e´chantillon observe´
(il suffit alors d’associer a` chaque niveau de gris de l’image tridimensionnelle les pro-
prie´te´s me´caniques du mate´riau sous-jacent). Notons que le calcul sur une grille rend par
ailleurs superflu le stockage en me´moire de la ge´ome´trie du maillage, ce qui autorise la
re´solution de proble`mes comportant un nombre de degre´s de liberte´ bien plus important
que par la me´thode des e´le´ments finis.
Dans sa forme la plus e´le´mentaire, la me´thode de Moulinec et Suquet (1994, 1998)
est d’une remarquable simplicite´. Elle a depuis fait l’objet de divers de´veloppements
permettant notamment d’acce´le´rer sa convergence (Eyre et Milton, 1999; Vinogradov et
Milton, 2008). Elle pre´sente toutefois le de´faut de ne pas eˆtre appliquable aux mate´riaux
he´te´roge`nes a` contraste infini (milieux poreux ou composites renforce´s par des inclusions
rigides). Le sche´ma propose´ par Michel et coll. (2001) permet, par l’introduction d’un
Lagrangien augmente´, de traiter ces cas, au prix toutefois d’un accroissement significatif
de la complexite´ de l’algorithme.
Tous ces sche´mas ont en commun de travailler sur une discre´tisation en voxels de la
microstructure e´tudie´e, aucune discre´tisation explicite des interfaces n’e´tant ne´cessaire.
Si cette caracte´ristique est souvent pre´sente´e comme un atout, elle implique e´galement
(lorsque le milieu est fortement he´te´roge`ne) que bon nombre des voxels constitutifs
du mode`le de calcul sont he´te´roge`nes (c’est-a`-dire traverse´s par au moins une interface).
Quelles caracte´ristiques me´caniques doit-on leur affecter ? A notre connaissance, aucune
re´ponse n’a e´te´ apporte´e a` cette question, pourtant cruciale, car elle gouverne la pre´cision
des re´sultats (de meˆme qu’une discre´tisation fide`le des interfaces gouverne la pre´cision
des calculs par e´le´ments finis).
Le sche´ma de Moulinec et Suquet est base´ sur la discre´tisation de l’e´quation de
Lippmann-Schwinger pe´riodique : bien que celle-ci n’apparaisse jamais de fac¸on explicite
dans sa formulation, la notion de polarisation est donc sous-jacente. L’expe´rience acquise
au cours des chapitres 2 et 3 sugge`re naturellement de rendre plus explicite cette re´fe´rence
a` la polarisation, en remplac¸ant l’e´quation de Lippmann-Schwinger par le principe de
Hashin et Shtrikman. On obtient ainsi la formulation variationnelle d’un nouveau
sche´ma nume´rique d’homoge´ne´isation par transforme´e de Fourier, dont un examen
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approfondi montre qu’il de´passe le simple exercice de style. Bien que similaire par sa
simplicite´, le nouveau sche´ma obtenu diffe`re profonde´ment par ses proprie´te´s de celui
de Moulinec et Suquet. Dans ce qui suit, ces deux sche´mas seront note´s respectivement
FFT-HS (pour Hashin et Shtrikman) et FFT-LS (pour Lippmann-Schwinger).
Le sche´ma FFT-HS se distingue du sche´ma FFT-LS sur les points suivants. Sous
re´serve que le milieu de re´fe´rence soit choisi de fac¸on ade´quate, FFT-HS conduit tout
d’abord a` une borne sur le tenseur d’e´lasticite´ homoge´ne´ise´, alors que FFT-LS ne fournit
en toute rigueur qu’une estimation. Il converge ensuite en toutes circonstances (y compris
en pre´sence de pores ou d’inclusions rigides), sans que l’introduction d’un lagrangien
augmente´ ne soit ne´cessaire ; l’expe´rience montre de plus que la convergence est plus
rapide (parfois de plusieurs ordres de grandeur) que celle du sche´ma FFT-LS. Enfin,
il fournit une re´ponse cohe´rente sur le plan e´nerge´tique a` la question concernant les
proprie´te´s me´caniques e´quivalentes a` affecter a` un voxel he´te´roge`ne. Ces proprie´te´s
remarquables font de la formulation pre´sente´e dans ce chapitre – qui fait l’objet d’une
publication (Brisard et Dormieux, 2010) – un sche´ma ve´ritablement nouveau, et non une
simple variation du sche´ma de Moulinec et Suquet.
Contrairement aux de´veloppements des chapitres 1, 2 et 3, le pre´sent chapitre s’ins-
crit dans le cadre de l’homoge´ne´isation pe´riodique, dont les principaux re´sultats sont
brie`vement rappele´s au paragraphe 6.1. Le nouveau sche´ma FFT-HS est alors e´tabli au
paragraphe 6.3, et des indications pratiques sur son imple´mentations sont e´galement
donne´es. Afin de mieux en percevoir les diffe´rences avec l’approche de´veloppe´e ici, le
sche´ma FFT-LS original est pre´alablement rappele´ au paragraphe 6.2. Finalement, des
exemples d’application illustrant les potentialite´s du nouveau sche´ma sont pre´sente´s au
paragraphe 6.4.
Afin de simplifier l’expose´, les de´veloppements suivants sont pre´sente´s dans le cadre
de l’e´lasticite´ bidimensionnelle (de´formations planes). Ils se ge´ne´ralisent sans difficulte´
au cas tridimensionnel.
***
L’objet du paragraphe 6.1 est de ge´ne´raliser aux milieux pe´riodiques les e´le´ments
d’homoge´ne´isation introduits au chapitre 1 pour les milieux ape´riodiques. Le nouveau
proble`me de me´canique conside´re´ au paragraphe 6.1.1 diffe`re du proble`me (1.2a) –
(1.2d) par l’adoption de conditions aux limites pe´riodiques pour les fluctuations du
de´placement.
Introduisant a` nouveau la notion de polarisation, le proble`me de microme´canique
(6.1a) – (6.1e) conduit a` un nouvel ope´rateur de Green, dont l’expression est donne´e au
paragraphe 6.1.2. A ces diffe´rences pre`s, l’e´quation de Lippmann-Schwinger (1.12) et le
principe variationnel de Hashin et Shtrikman (1.18) restent vrais en e´lasticite´ pe´riodique.
6.1 Homoge´ne´isation en e´lasticite´ pe´riodique
6.1.1 Le proble`me de microme´canique
Soit Ω ⊂ R2 la cellule de base rectangulaire, dont la dimension dans la direction
ex (resp. ey) est note´e W (resp. H), d’un milieu he´te´roge`ne pe´riodique, line´airement
e´lastique, de raideur locale C (x). Ce milieu est soumis a` une de´formation macroscopique
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E, et les de´placements qui en re´sultent fluctuent localement autour de leur estimation
macroscopique E · x.
En homoge´ne´isation pe´riodique, la microstructure ainsi que les fluctuations des
de´placements sont pe´riodiques et les techniques de de´veloppements asymptotiques
multi-e´chelles (Bensoussan et coll., 1978; Sanchez-Palencia, 1974, 1980) montrent que
la de´termination des proprie´te´s me´caniques macroscopiques du milieu pe´riodique
ne´cessite la re´solution du proble`me de microme´canique suivant
div [σ (x)] = 0 (x ∈ Ω), (6.1a)
σ (x) = C (x) : ε (x) (x ∈ Ω), (6.1b)
u (x+mWex) = u (x) +mWE · ex (x ∈ R2,m ∈ Z), (6.1c)
u
(
x+ nHey
)
= u (x) + nHE · ey (x ∈ R2, n ∈ Z), (6.1d)
2εi j (x) = ∂iu j (x) + ∂ jui (x) (x ∈ Ω), (6.1e)
les e´quations (6.1c) et (6.1d) exprimant la pe´riodicite´ des fluctuations des de´placements.
Le proble`me (6.1a) – (6.1e) remplace (1.2a) – (1.2d) ; de meˆme qu’au chapitre 1, le tenseur
d’e´lasticite´ homoge´ne´ise´ Chom est de´fini par identification de la loi de comportement
macroscopique
Σ = σ = C : ε = Chom : E.
6.1.2 Polarisation en e´lasticite´ pe´riodique
On cherche tout d’abord l’expression de l’ope´rateur de Green associe´ au proble`me
de microme´canique (6.1a) – (6.1e). Pour cela, on introduit comme aux chapitres 1, 2 et 3
un milieu de re´fe´rence, homoge`ne et line´airement e´lastique, de raideur C0, et le champ
de polarisation τ (x) de´fini par (1.8)
τ (x) = [C (x)− C0] : ε (x) ,
et on conside`re le proble`me auxiliaire suivant
div [σ (x)] = 0 (x ∈ Ω), (6.2a)
σ (x) = C0 : ε (x) + τ (x) (x ∈ Ω), (6.2b)
u (x+mWex) = u (x) (x ∈ R2,m ∈ Z), (6.2c)
u
(
x+ nHey
)
= u (x) (x ∈ R2, n ∈ Z), (6.2d)
2εi j (x) = ∂iu j (x) + ∂ jui (x) (x ∈ Ω), (6.2e)
ou` τ (x) apparaıˆt comme le champ de pre´contrainte (suppose´ dans un premier temps
connu) d’un milieu e´lastique homoge`ne. Compte-tenu des conditions de pe´riodicite´
(6.2c) et (6.2d), la solution u (x) du proble`me auxiliaire (6.2a) – (6.2d) est cherche´e sous
la forme d’une se´rie de Fourier
u (x) =
+∞
∑
a=−∞
+∞
∑
b=−∞
uˆ (kab) exp (ıkab · x) , (6.3)
ou` le vecteur d’onde kab est donne´ par
kab =
2πa
W
ex +
2πb
H
ey (a, b ∈ Z) , (6.4)
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et le coefficient de Fourier uˆ (k) classiquement par
uˆ (k) =
1
|Ω|
∫
x∈Ω
u (x) exp (−ık · x) d3 x. (6.5)
On montre alors aise´ment (Suquet, 1990) que les coefficients de Fourier εˆ (kab) du
champ de de´formation solution du proble`me auxiliaire s’expriment directement en
fonction de ceux du champ de pre´contrainte τˆ (kab) sous la forme
εˆ (kab) = −Γˆ0 (kab) : τˆ (kab) , (6.6)
qui fait apparaıˆtre l’ope´rateur de Green d’ordre 4 pour les de´formations, en e´lasticite´
pe´riodique, Γˆ0. Ce dernier est donne´ par l’expression suivante (valable en de´formations
planes comme en e´lasticite´ tridimensionnelle)
Γˆ0,i jhl (k) =
1
4µ0
(
δihn jnl + δiln jnh + δ jhninl + δ jlninh
)− 1
2µ0 (1− ν0)nin jnhnl , (6.7)
ou` l’on a pose´ n = k/k et k = |k| (k 6= 0). La relation (6.6) s’interpre`te bien entendu dans
l’espace direct comme un produit de convolution, soit ε = −Γ0 ∗ τ . Cette notation est
toutefois formelle, car en e´lasticite´ pe´riodique, l’ope´rateur de Green n’a pas d’expression
simple dans l’espace re´el.
Revenant maintenant au proble`me initial (6.1a) – (6.1e), l’e´quation de Lippmann-
Schwinger pe´riodique est e´tablie de la meˆme fac¸on qu’au chapitre 1 (Suquet, 1990)
ε (x) + {Γ0 ∗ [(C− C0) : ε]} (x) = E (x ∈ Ω). (6.8)
ou` le produit de convolution est calcule´ en sommant la se´rie de Fourier correspondante.
Finalement, Milton et Kohn (1988) ont montre´ que le principe de Hashin et Shtrikman
(1962) restait vrai en e´lasticite´ pe´riodique. Ainsi, lorsque le milieu de re´fe´rence est plus
rigide que l’ensemble des phases en pre´sence, ε de´signant la solution du proble`me
(6.1a) – (6.1e), l’ine´galite´ suivante est ve´rifie´e pour tout choix du champ de polarisation
pe´riodique τ
1
2
ε : C : ε ≤ 1
2
E : C0 : E+ τ : E− 1
2
τ : (C− C0)−1 : τ − 1
2
τ : (Γ0 ∗ τ), (6.9)
l’e´galite´ e´tant atteinte lorsque τ = (C− C0) : ε. Dans la relation pre´ce´dente, les quantite´s
surligne´es font re´fe´rence a` des moyennes volumiques calcule´es sur la cellule e´le´mentaire
Ω.
***
Le paragraphe 6.3 pre´sente en de´tail le nouveau sche´ma nume´rique propose´ pour la
re´solution du proble`me de microme´canique (6.1a) – (6.1e). Les conditions aux limites
pe´riodiques (6.1c) et (6.1d) conduisent naturellement a` l’utilisation de se´ries de Fou-
rier (Nemat-Nasser et coll., 1982; Suquet, 1990) dont la sommation peut eˆtre calcule´e
nume´riquement de fac¸on tre`s efficace a` l’aide de la transforme´e de Fourier rapide (FFT).
Ces remarques sont a` la base du sche´ma FFT-LS de Moulinec et Suquet (1994), qui
re´solvent de fac¸on approche´e l’e´quation de Lippmann-Schwinger (6.8), pre´alablement
discre´tise´e. Afin de pouvoir en montrer l’originalite´, mais aussi les limites, ce sche´ma est
analyse´ en de´tail au paragraphe 6.2.
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6.2 Analyse du sche´ma FFT-LS de Moulinec et Suquet
6.2.1 Conventions concernant la transforme´e de Fourier discre`te
La transforme´e de Fourier discre`te et son inverse jouent un roˆle central dans les
sche´mas FFT-LS et FFT-HS. Un expose´ complet de cette technique est hors du propos
de ce paragraphe, dans lequel on se contente de rappeler brive`vement les conventions
adopte´es pour le pre´facteur, et le signe (±ı) dans l’exponentielle complexe. On se restreint
ici a` la transforme´e de Fourier unidimensionnelle, la ge´ne´ralisation aux dimensions
supe´rieures e´tant triviale.
On conside`re donc un M-uplet (x0, . . . , xM−1) ; par de´finition, la transforme´e de
Fourier discre`te des (x·) est la suite (xˆ·)
xˆa = DFT[x·]a =
M−1
∑
α=0
xα exp
(
−2ıπαa
M
)
. (6.10)
Bien que la de´finition pre´ce´dente ait un sens pour tout a ∈ Z, on ve´rifie aise´ment que
la suite (xˆ·) est M-pe´riodique (xˆa+M = xˆa). La transforme´e de Fourier discre`te de´finit
donc un M-uplet (xˆ0, . . . , xˆM−1), et on a la formule d’inversion suivante
xα =
1
M
M−1
∑
a=0
xˆa exp
(
2ıπ
αa
M
)
. (6.11)
Le the´ore`me de Plancherel sera utilise´ au paragraphe 6.3. Il permet de calculer le
produit scalaire de deux M-uplets indiffe´remment dans l’espace re´el ou dans l’espace de
Fourier
M−1
∑
α=0
x∗αyα =
1
M
M−1
∑
a=0
xˆ∗a yˆa. (6.12)
6.2.2 Principe
Initialement propose´e par Moulinec et Suquet (1994), cette me´thode fut ensuite
e´tendue aux proble`mes non-line´aires (Moulinec et Suquet, 1998). L’introduction d’un la-
grangien augmente´ (Michel et coll., 2001) en permet l’application auxmilieux he´te´roge`nes
pre´sentant un contraste infini (milieux poreux, composites renforce´s par des inclusions
rigides), au prix toutefois d’une complexite´ accrue. Le principe de la me´thode repose sur
la re´solution ite´rative par se´ries de Neumann de l’e´quation de Lipmann-Schwinger (6.8).
Dans l’espace re´el, les ite´rations s’e´crivent
ε
n+1 (x) = E− {Γ0 ∗ [(C− C0) : εn]} (x) , (6.13)
le champ de de´formation e´tant initialement choisi uniforme, e´gal a` la de´formation
macroscopique, ε0 (x) = E.
L’efficacite´ de cette approche vient du fait que dans la relation (6.13), le produit
contracte´ (C− C0) : εn est e´value´ dans l’espace re´el, tandis que le produit de convolution
est e´value´ comme un produit direct dans l’espace de Fourier. Chaque ite´ration comporte
donc quatre e´tapes
1. calcul de la polarisation locale dans l’espace re´el
τ
n (x) = [C (x)− C0] : εn (x) ,
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2. calcul des coefficients de Fourier de la polarisation
τˆ
n (kab) =
1
|Ω|
∫
x∈Ω
τ
n (x) exp (−ıkab · x) d3 x, (6.14)
3. calcul du produit de convolution dans l’espace de Fourier
εˆ
n+1 (kab) =
{
−Γˆ0 (kab) : τˆn (kab) si (a, b) 6= (0, 0),
E sinon,
4. sommation dans l’espace re´el de la se´rie de Fourier de εn+1 (x)
ε
n+1 (x) =
+∞
∑
a=−∞
+∞
∑
b=−∞
εˆ
n+1 (kab) exp (ıkab · x) . (6.15)
L’algorithme ite´ratif pre´sente´ ci-dessus n’est pas a` proprement parler un sche´ma
nume´rique, puisqu’a` chaque ite´ration, l’estimation εn du champ de de´formation de´pend
continuˆment de la variable d’espace x ∈ Ω : la mise en œuvre pratique de cet algorithme
ne´cessite donc une discre´tisation spatiale de ces champs (voir paragraphe 6.2.3).
L’e´quation (6.13)montre que pour tout n, εn est cine´matiquement admissible avec
la de´formation macroscopique impose´e E. Le the´ore`me du minimum de l’e´nergie po-
tentielle s’applique donc, et permet de prouver l’ine´galite´ suivante, ve´rifie´e a` chaque
ite´ration
1
2
ε : C : ε =
1
2
E : Chom : E ≤ 1
2
εn : C : εn, (6.16)
ou` ε de´signe la solution cherche´e au proble`me (6.1a) – (6.1d).
6.2.3 Mise en œuvre pratique
A chaque ite´ration, le champ de de´formation εn ne peut eˆtre calcule´ qu’en un nombre
fini de points : la ne´cessaire discre´tisation spatiale de la me´thode pre´sente´e au paragraphe
6.2.2 conduit finalement au sche´ma nume´rique FFT-LS. L’objet du pre´sent paragraphe est
de montrer que dans ce sche´ma, les ope´rations de va-et-vient entre espace re´el et espace
de Fourier peuvent toutes eˆtre effectue´s a` l’aide de transforme´es de Fourier discre`tes : en
utilisant la transforme´e de Fourier rapide (FFT), on aboutit a` une imple´mentation tre`s
efficace de ce sche´ma (Moulinec et Suquet, 1994).
La cellule de base Ω = [0;W] × [0;H] est discre´tise´e en M × N pixels de taille
W/M× H/N. Dans ce qui suit, les indices grecs font re´fe´rence aux colonnes (0 ≤ α ≤
M− 1) et aux lignes (0 ≤ β ≤ N− 1) de la cellule de base ainsi discre´tise´e (dans l’espace
re´el), tandis que les indices latins (a, b, . . . ) se rapportent au nombre d’onde dans l’espace
de Fourier (voir l’e´quation (6.4)). Ainsi, le pixel (α,β) est centre´ au point
xαβ =
(
α + 12
) W
M
ex +
(
β+ 12
) H
N
ey. (6.17)
Soient εnαβ et τ
n
αβ les valeurs de ε
n (x) et τn (x) « au centre du pixel (α,β) ». En
remplac¸ant l’inte´grale (6.14) par une somme de Riemann, la version discre`te de l’algo-
rithme de Moulinec et Suquet s’e´crit
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1. calcul de la polarisation locale dans l’espace re´el
τ
n
αβ = τ
n(xαβ) = (Cαβ − C0) : εn (xαβ) = (Cαβ − C0) : εnαβ,
ou` on pourra choisir Cαβ = C(xαβ) (mais c’est un tre`s mauvais choix !),
2. calcul des coefficients de Fourier de la polarisation (somme de Riemann)
τˆ
n (kab) =
1
MN
M−1
∑
α=0
N−1
∑
β=0
τ
n
αβ exp (−ıkab · xαβ) ,
3. calcul du produit de convolution dans l’espace de Fourier
εˆ
n+1 (kab) =
{
−Γˆ0 (kab) : τˆn (kab) si (a, b) 6= (0, 0),
E sinon,
4. sommation dans l’espace re´el de la se´rie de Fourier de εn+1αβ
ε
n+1
αβ = ε
n+1(xαβ) =
+∞
∑
a=−∞
+∞
∑
b=−∞
εˆ
n+1 (kab) exp (ıkab · xαβ) .
Les expressions pre´ce´dentes se simplifient en tenant compte des de´finitions (6.17) de
xαβ et (6.4) de kab. On obtient d’une part
τˆ
n (kab) =
1
MN
exp
[
−ıπ
(
a
M
+
b
N
)] M−1
∑
α=0
N−1
∑
β=0
τ
n
αβ exp
[
−2ıπ
(
αa
M
+
βb
N
)]
=
1
MN
exp
[
−ıπ
(
a
M
+
b
N
)]
τˆ
n
ab,
ou` l’on a reconnu l’expression (6.10) de la transforme´e de Fourier discre`te τˆnab =
DFT[τn··]ab. D’autre part,
ε
n+1
αβ = E−
1
MN
+∞
∑
a=−∞
+∞
∑
b=−∞
Γˆ0 (kab) : τˆ
n
ab exp
[
2ıπ
(
αa
M
+
βb
N
)]
,
en convenant que Γˆ0 (0) = 0. La somme ci-dessus est tronque´e de fac¸on a` ne conserver
que M valeurs de a et N valeurs de b (Moulinec et Suquet, 1998)
ε
n+1
αβ = E−
1
MN
M/2
∑
a=−M/2+1
N/2
∑
b=−N/2+1
Γˆ0 (kab) : τˆ
n
ab exp
[
2ıπ
(
αa
M
+
βb
N
)]
,
qui peut eˆtre mise sous la forme d’une transforme´e de Fourier discre`te inverse (6.11)
ε
n+1
αβ = E−
1
MN
M−1
∑
a=0
N−1
∑
b=0
Γˆ
′
ab : τˆ
n
ab exp
[
2ıπ
(
αa
M
+
βb
N
)]
= DFT−1[εˆn+1·· ]αβ,
en posant
εˆ
n+1
ab =
{
−Γˆ ′ab : τˆnab si (a, b) 6= (0, 0),
E si (a, b) = (0, 0),
(6.18)
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et
Γˆ
′
ab =


Γˆ0 (kab) si 2a ≤ M et 2b ≤ N,
Γˆ0 (ka,b−N) si 2a ≤ M et 2b > N,
Γˆ0 (ka−M,b) si 2a > M et 2b ≤ N,
Γˆ0 (ka−M,b−N) si 2a > M et 2b > N.
(6.19)
On aboutit finalement au sche´ma nume´rique de FFT-LS, ou` a` chaque ite´ration, le
va-et-vient entre espace re´el et espace de Fourier se fait seulement par des transforme´es
de Fourier discre`tes
1. τnαβ = (Cαβ − C0) : εnαβ,
2. τˆnab = DFT[τ
n··]ab,
3. calcul de εˆn+1ab par (6.18),
4. εn+1αβ = DFT
−1[εˆn+1·· ]αβ.
***
Le sche´ma FFT-LS duˆ a` Moulinec et Suquet, et rappele´ au paragraphe 6.2, est d’une
remarquable simplicite´ ; la pre´sentation de´taille´e qui en a e´te´ faite permet de mieux en
comprendre les faiblesses. Tout d’abord, des erreurs de discre´tisation sont commises a`
chaque e´tape dans le calcul de l’inte´grale (6.14) et dans l’estimation de la se´rie de Fourier
(6.15), qui est tronque´e (les plus hautes fre´quences e´tant ainsi ommises). L’accumulation
de ces erreurs nume´riques fait que la proprie´te´ (6.16) est perdue (l’estimation discre´tise´e
du champ de de´formation εn n’e´tant plus ne´cessairement cine´matiquement admissible).
Ensuite, l’approche intuitive adopte´e ici pour e´tablir le sche´ma FFT-LS ne donne
aucune indication quant aux pixels he´te´roge`nes. Ce proble`me important a de´ja` e´te´ men-
tionne´ plus haut : dans un milieu fortement he´te´roge`ne, de nombreux pixels contiennent
plus d’une phase, alors que le sche´ma suppose qu’on affecte a` chaque pixel (α,β) des
proprie´te´s me´caniques uniformes Cαβ, sans toutefois spe´cifier de re`gle pour leur calcul.
Enfin, la vitesse de convergence de ce sche´ma, e´tablie par Michel et coll. (2001), est
relativement faible. Ces auteurs ont meˆme montre´ que l’algorithme ne converge pas
lorsque le contraste entre les phases est infini. Ils traitent ce cas en introduisant un
Lagrangien augmente´, la simplicite´ du sche´ma initial e´tant alors perdue. Le sche´ma
FFT-HS, base´ sur le principe de Hashin et Shtrikman (6.9) (et non l’e´quation de Lippmann-
Schwinger (6.8)), pre´sente´ ci-apre`s apporte une solution a` l’ensemble de ces faiblesses.
6.3 Une alternative au sche´ma FFT-LS : le sche´ma FFT-HS
6.3.1 Principe
Le sche´ma FFT-HS propose´ ici est tre`s proche du sche´ma FFT-LS original de Mouli-
nec et Suquet. Au lieu de re´soudre de fac¸on approche´e (en la discre´tisant) l’e´quation de
Lippmann-Schwinger, on minimise de fac¸on exacte la fonctionnelle d’Hashin et Shtrik-
man, sur un espace de champs de polarisation de dimension finie ; le calcul fournit ainsi
une borne sur l’e´nergie e´lastique macroscopique.
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Afin de se rapprocher au mieux du sche´ma FFT-LS, il est naturel de choisir pour
espace d’optimisation l’ensemble des champs de polarisation constants par pixel
τ (x) =
M−1
∑
α=1
N−1
∑
β=1
χ (x− xαβ)ταβ, (6.20)
ou` le centre xαβ du pixel (α,β) est de´fini par la relation (6.17), et la fonction caracte´ristique
χ est donne´e par
χ
(
xex + yey
)
=
{
1 si 2 |x| ≤W/M et 2 |y| ≤ H/N,
0 sinon.
On choisit alors un milieu de re´fe´rence C0, suppose´ dans ce qui suit plus raide que
toutes les phases en pre´sence (les ine´galite´s obtenues e´tant renverse´es si le milieu de
re´fe´rence est plus souple que toutes les phases en pre´sence). Pour tout choix des M× N
tenseurs syme´triques ταβ, l’ine´galite´ (6.9) est donc ve´rifie´e.
On obtient le sche´ma FFT-HS en calculant explicitement la borne obtenue, et en
optimisant celle-ci par rapport aux parame`tres libres ταβ. Dans ce qui suit l’expression
(6.20) est donc inse´re´e dans l’ine´galite´ (6.9), chacun des termes e´tant traite´ se´pare´ment.
Tout d’abord, l’e´valuation de τ : E est imme´diate, la moyenne volumique de τ (x)
donne´ par (6.20) s’e´crivant
τ =
1
MN
M−1
∑
α=0
N−1
∑
β=0
ταβ. (6.21)
De meˆme que dans le sche´ma FFT-LS original, le terme τ : (C− C0)−1 : τ , impli-
quant la loi de comportement locale, est calcule´ dans l’espace re´el. On introduit a` cet
effet la raideur e´quivalente Cαβ du pixel (α,β)
(Cαβ − C0)−1 = MN
WH
∫
x∈Ω
χαβ (x) [C (x)− C0]−1 d2 x, (6.22)
et on trouve alors sans difficulte´
τ : (C− C0)−1 : τ = 1
MN
M−1
∑
α=0
N−1
∑
β=0
ταβ : (Cαβ − C0)−1 : ταβ. (6.23)
La relation (6.22) est tre`s importante, car elle fournit la re`gle de calcul, cohe´rente
avec l’approche e´nerge´tique adopte´e ici, des proprie´te´s e´lastiques e´quivalentes d’un
pixel he´te´roge`ne. Notons que Toulemonde et coll. (2008) ont traite´ ce proble`me de fac¸on
similaire dans le contexte des e´le´ments finis. La re`gle d’homoge´ne´isation des e´le´ments cu-
bique he´te´roge`nes qu’ils obtiennent diffe`re de (6.23) ; l’utilisation de cette re`gle ame´liore
toutefois significativement (comme c’est e´galement le cas ici) la pre´cision de leurs calculs.
Pour finir, l’e´valuation du dernier terme de l’ine´galite´ (6.9), soit τ : (Γ0 ∗ τ), plus
complexe, est expose´e en de´tail ci-apre`s. Comme dans le sche´ma FFT-LS, le produit de
convolution est e´value´ dans l’espace de Fourier
(Γ0 ∗ τ) (x) =
+∞
∑
a=−∞
+∞
∑
b=−∞
Γˆ0 (kab) : τˆ (kab) exp (ıkab · x) ,
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ou` le vecteur d’onde discret kab est donne´ par (6.4) ; il a de plus une nouvelle fois e´te´
convenu que Γˆ0 (0) = 0, sans quoi le terme (a, b) = (0, 0) doit eˆtre exclu de la pre´ce´dente
somme. Cette dernie`re est contracte´e avec τ (x), et moyenne´e sur la cellule de base
τ : (Γ0 ∗ τ) = 1
WH
∫
x∈Ω
τ (x) : (Γ0 ∗ τ) (x) d2 x
=
1
WH
+∞
∑
a=−∞
+∞
∑
b=−∞
∫
x∈Ω
τ (x) : Γˆ0 (kab) : τˆ (kab) exp (ıkab · x) d2 x,
ou` l’on reconnaıˆt l’expression (voir par exemple (6.5)) des coefficients de Fourier du
champ de polarisation
τ : (Γ0 ∗ τ) =
+∞
∑
a=−∞
+∞
∑
b=−∞
τˆ
∗ (kab) : Γˆ0 (kab) : τˆ (kab) . (6.24)
Ces coefficients τˆ (kab) sont alors e´value´s a` l’aide de la forme ge´ne´rale (6.20). Les
calculs ne pre´sentent pas de difficulte´, et conduisent a` l’expression suivante
τˆ (kab) =
1
MN
sinc
πa
M
sinc
πb
N
exp
[
−ıπ
(
a
M
+
b
N
)]
M−1
∑
α=0
N−1
∑
β=0
exp
[
−2ıπ
(
αa
M
+
βb
N
)]
ταβ,
ou` la dernie`re somme n’est autre que la transforme´e de Fourier discre`te (6.10) τˆ ab =
DFT[τ ··]ab des ταβ
τˆ (kab) =
1
MN
sinc
πa
M
sinc
πb
N
exp
[
−ıπ
(
a
M
+
b
N
)]
τˆ ab,
dont l’insertion dans (6.24) permet d’obtenir
τ : (Γ0 ∗ τ) = 1
(MN)2
+∞
∑
a=−∞
+∞
∑
b=−∞
sinc2
πa
M
sinc2
πb
N
τˆ
∗
ab : Γˆ0 (kab) : τˆ ab.
Contrairement a` Moulinec et Suquet (1994, 1998), la se´rie pre´ce´dente n’est pas
tronque´e. On tire plutoˆt parti du fait que la transforme´e de Fourier discre`te τˆ ab est
(M,N)-pe´riodique, la somme double ci-dessus e´tant re´e´crite de la fac¸on suivante
τ : (Γ0 ∗ τ) = 1
(MN)2
M−1
∑
a=0
N−1
∑
b=0
τˆ
∗
ab :
[
+∞
∑
m=−∞
+∞
∑
n=−∞
sinc2
π (a +mM)
M
sinc2
π (b + nN)
N
Γˆ0 (ka+mM,b+nN)
]
: τˆ ab. (6.25)
L’expression ci-dessus peut eˆtre simplifie´e en introduisant l’ope´rateur de Green
pe´riodise´, de´fini par le terme entre crochets
Γˆab =
+∞
∑
m=−∞
+∞
∑
n=−∞
sinc2
π (a +mM)
M
sinc2
π (b + nN)
N
Γˆ0 (ka+mM,b+nN) , (6.26)
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ainsi que les tenseurs (ηˆ··) et leur transforme´e de Fourier discre`te inverse (η··)
ηˆab = Γˆab : τˆ ab, ηαβ = DFT
−1[ηˆ··]αβ. (6.27)
Ces nouvelles notations sont introduites dans l’expression (6.25), a` laquelle le the´ore`me
de Plancherel (6.12) est applique´
τ : (Γ0 ∗ τ) = 1
(MN)2
M−1
∑
a=0
N−1
∑
b=0
τˆ
∗
ab : ηˆab =
1
MN
M−1
∑
α=0
N−1
∑
β=0
τ
∗
αβ : ηαβ
=
1
MN
M−1
∑
α=0
N−1
∑
β=0
ταβ : ηαβ, (6.28)
ou` l’on a utilise´ le fait que la polarisation est re´elle, soit τ∗αβ = ταβ.
Il est maintenant possible, en rassemblant les expressions (6.21), (6.23), (6.28), d’expli-
citer la borne (6.9) de type Hashin et Shtrikman obtenue pour le choix (6.20) du champ
de polarisation. On obtient finalement, quelles que soient les valeurs des ταβ
1
2
ε : c : ε ≤ 1
2
E : C0 : E
+
1
MN
M−1
∑
α=0
N−1
∑
β=0
[
ταβ : E− 1
2
ταβ : (Cαβ − C0)−1 : ταβ − 1
2
ταβ : ηαβ
]
, (6.29)
ou` ε est le champ de de´formation solution du proble`me de microme´canique (6.1a) –
(6.1e), et les ηαβ sont donne´s par (6.27). La borne (6.29) est optimise´e par rapport aux
M×N parame`tres ταβ ; une telle optimisation est toujours possible, puisqueWillis (1977)
montre que le membre de droite de (6.9) est une forme quadratique, de´finie positive
du champ de polarisation quelconque τ (x) (lorsque C (x) ≤ C0 pour tout x ∈ Ω). Ce
re´sultat reste e´videmment vrai si l’on conside`re un sous-espace de l’espace des champs
de polarisation : ainsi, la forme quadratique des ταβ dans le membre de droite de (6.29)
est e´galement de´finie positive sur l’espace des polarisations constantes par pixel, et
admet donc un unique minimum.
En toute rigueur, l’optimisation pre´ce´dente fournit une borne sur l’e´nergie e´lastique
macroscopique, mais pas une estimation des de´formations. On rappelle toutefois que l’opti-
mum de (6.9) (calcule´ sur tous les champs de polarisation) est atteint pour le champ de
polarisation re´el
[C (x)− C0] : ε (x) ,
ou` ε est la solution du proble`me de microme´canique (6.1a) – (6.1e). Il est donc naturel de
conside´rer la solution optimale (τ ··) de (6.29) comme une approximation de ce champ
de polarisation re´el, le champ de de´formation e´tant alors estime´ par l’expression
εαβ = E− ηαβ, (6.30)
dont on ve´rifiera au paragraphe 6.4 qu’elle constitue une bonne approximation des
de´formations re´elles de la cellule de base. L’optimisation de l’ine´galite´ (6.29), ainsi que
le calcul de l’estimation (6.30) de´finissent le sche´ma FFT-HS.
Pour finir, il faut rappeler que, contrairement au sche´ma FFT-LS, aucune approxima-
tion n’a e´te´ consentie pour obtenir le sche´ma FFT-HS : ainsi, quelle que soit la finesse de
la grille choisie, la solution (τ ··) conduit a` une borne rigoureuse sur l’e´nergie e´lastique
du syste`me.
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6.3.2 Mise en œuvre pratique
La forme quadratique du second membre de l’ine´galite´ (6.29) e´tant de´finie positive
sur une espace de dimension finie, son optimisation conduit a` un syte`me line´aire dont
les inconnues sont les (τ ··) ; ce syste`me, qui est re´gulier, est mis symboliquement sous la
forme Ax = b, ou` x de´signe le vecteur-colonne
x = (τxx,00, τyy,00,
√
2τxy,00, τxx,01, τyy,01,
√
2τxy,01, . . . ,
τxx,M−1,N−1, τyy,M−1,N−1,
√
2τxy,M−1,N−1)T , (6.31)
et b correspond a` la partie line´aire de la forme quadratique (6.29) a` optimiser
b = (Exx, Eyy,
√
2Exy, . . . , Exx, Eyy,
√
2Exy)
T ,
ou` dans les deux dernie`res expressions, la repre´sentation de Voigt (voir annexe A.1) a
e´te´ adopte´e.
Contrairement au sche´ma FFT-LS, ou` le solveur de Neumann est impose´, le sche´ma
FFT-HS ne pre´sume d’aucune me´thode pour l’inversion du syste`me line´aire auquel
il conduit. Ecrire explicitement la matrice A est toutefois sinon impossible, du moins
tre`s complexe, du fait du produit de convolution Γ0 ∗ τ (se traduisant sous forme
discre`te par la somme des ταβ : ηαβ). Les me´thodes ite´ratives de re´solution des syste`mes
line´aires sont donc a` privile´gier aux me´thodes directes (pivot de Gauss, de´composition
de Cholesky). En effet, ces me´thodes (Barrett et coll., 1994)
”work by repeatedly improving an approximate solution until it is ac-
curate enough. These methods access the coefficient matrix A of the linear
system only via the matrix-vector product y = A · x (and perhaps z = AT · x).
Thus the user need only supply a subroutine for computing y (and perhaps
z) given x, which permits full exploitation of the sparsity or other special
structure of A”.
La matrice a` inverser e´tant de´finie positive, c’est la me´thode du gradient conjugue´
qui a e´te´ utilise´e ici pour son inversion. Il est alors seulement ne´cessaire d’imple´menter
le calcul de Ax pour tout vecteur x, ou` A de´signe l’ope´rateur line´aire correspondant
a` la forme quadratique (6.29), et x est de´fini par (6.31). L’observation de (6.29) conduit
imme´diatement a` l’expression suivante
Ax =
M−1
∑
α=0
N−1
∑
β=0
[
(Cαβ − C0)−1 : ταβ + ηαβ
]
, (6.32)
ou` (η··) est de´duit de (τ ··) par la relation (6.27). L’imple´mentation du calcul de Ax, en
quatre e´tapes, ne pose pas de difficulte´
1. calcul de la transforme´e de Fourier discre`te (τˆ ··) du champ de polarisation (τ ··)
2. calcul de ηˆab = Γˆab : τˆ ab dans l’espace de Fourier,
3. calcul de la transforme´e de Fourier discre`te inverse (ηαβ) des (ηˆab),
4. calcul de la somme (finie) ∑M−1α=0 ∑
M−1
β=0 [(Cαβ − C0)−1 : ταβ + ηαβ] dans l’espace
re´el,
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ou` la transforme´e de Fourier rapide est une nouvelle fois invoque´e le calcul nume´rique
des transforme´es de Fourier discre`tes. Le sche´ma FFT-HS est ainsi tre`s proche du sche´ma
FFT-LS , a` la de´finition (6.26) de l’ope´rateur Γˆab pre`s, qui remplace l’ope´rateur Γˆ
′
ab de´fini
par (6.19) pour le sche´ma FFT-LS.
Pour finir, on remarque que chaque ite´ration de l’algorithme du gradient conjugue´
ne´cessite une e´valuation du produit Ax (Barrett et coll., 1994), soit deux FFT. Ainsi, une
ite´ration du nouveau sche´ma FFT-HS est e´quivalente en termes de temps de calcul a` une
ite´ration du sche´ma original FFT-LS. Les comparaisons du paragraphe 6.4 entre ces deux
sche´mas sont donc e´quitables.
6.3.3 Comple´ments sur l’ope´rateur de Green pe´riodise´
L’ope´rateur de Green pe´riodise´ Γˆab apparaıˆt naturellement au cours du calcul des
bornes rigoureuses (6.29) ; il joue pour le nouveau sche´ma FFT-HS le roˆle joue´ pour le
sche´ma original FFT-LS par l’ope´rateur de Green classique (renume´rote´) Γˆ
′
ab (6.19). Ces
deux ope´rateurs ont des structures tre`s similaires, et on montre au paragraphe 6.3.3.2
qu’ils coı¨ncident lorsque la re´solution est suffisamment grande (M,N → +∞).
Des expe´riences nume´riques effectue´es dans le cadre de ce travail montrent toutefois
que cette conveergence est assez lente, et pour M = N = 1024, la diffe´rence entre
ces deux ope´rateurs peut atteindre 30%. Ceci indique qu’utiliser l’ope´rateur de Green
pe´riodise´ (plutoˆt que des se´ries de Fourier tronque´es) constitue la bonne fac¸on de prendre
en compte la re´solution finie du calcul.
D’autres auteurs ont de´ja` constate´ l’inte´reˆt qu’il y avait a` introduire dans le sche´ma
FFT-LS un ope´rateur de Green modifie´. Ainsi, dans le cadre de la conductivite´ e´lectrique,
Eyre et Milton (1999) introduisent un nouvel ope´rateur permettant d’accroıˆtre la vitesse
de convergence des ite´rations. L’extension de ce sche´ma acce´le´re´ a` l’e´lasticite´ line´aire est
due a` Michel et coll. (2001) (voir e´galement Vinogradov et Milton, 2008). Les contrastes
infinis restent toutefois toujours inaccessibles a` ce sche´ma modifie´.
Willot (2007) propose par ailleurs un ope´rateur de Green directement issu de la
discre´tisation par diffe´rences finies centre´es du syste`me (6.2a) – (6.2e). L’auteur constate
alors une ame´lioration de la qualite´ de la solution (voir e´galement Willot et Pellegrini,
2008). Le re´sultat n’a pas le statut de borne.
Il n’existe pas d’expression analytique de l’ope´rateur de Green pe´riodise´ Γˆab, celui-ci
doit donc eˆtre estime´ nume´riquement. C’est l’objet du paragraphe 6.3.3.1. Bien que
les calculs soient relativement lourds, il n’est ne´cessaire de les effectuer qu’une fois
pour chaque taille M× N de la grille de calcul, les Γˆab e´tant alors stocke´s et re´utilise´s si
ne´cessaire.
6.3.3.1 Calcul nume´rique
L’expression (6.26) de l’ope´rateur de Green pe´riodise´ est modifie´e en remarquant
que, lorsque (a,m) 6= (0, 0)
sinc
π (a +mM)
M
= (−1)m
[
a +mM
a
πa
M
]−1
sin
πa
M
= (−1)m a (a +mM)−1 sinc πa
M
,
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cette expression valant 1 dans le cas contraire. Lorsque a 6= 0 et b 6= 0, on obtient donc
l’expression e´quivalente de l’ope´rateur de Green pe´riodise´
Γˆab = a
2b2 sinc2
πa
M
sinc2
πb
N
+∞
∑
m=−∞
+∞
∑
n=−∞
(a +mM)−2 (b + nN)−2 Γˆ0 (ka+mM,b+nN) .
Si a = 0 et b 6= 0, seuls les termes pour lesquels m = 0 subsistent dans (6.26), et on
trouve
Γˆ0b = b
2 sinc2
πb
N
+∞
∑
n=−∞
(b + nN)−2 Γˆ0 (k0,b+nN) ,
ainsi qu’une expression similaire lorsque a 6= 0 et b = 0. Finalement, lorsque a = b = 0,
tous les termes pour lesquels m 6= 0 ou n 6= 0 sont nuls, et on trouve Γˆ00 = Γˆ0(0). Par
convention, ce tenseur est nul, et
Γˆ00 (0) = 0.
On suppose dans ce qui suit que la cellule de base Ω est carre´e (W = H), et que la
meˆme discre´tisation est utilise´e dans les directions xx et yy (M = N). On a alors d’une
part
nab =
kab
|kab| =
aex + bey√
a2 + b2
,
le vecteur d’onde kab e´tant de´fini par (6.4), et d’autre part,
Γˆab,i jhl =
1
4µ0
(
δihNˆ
II
ab, jl + δil Nˆ
II
ab, jh + δ jhNˆ
II
ab,il + δ jl Nˆ
II
ab,ih
)
− 1
2µ0 (1− ν0) Nˆ
IV
ab,i jhl ,
en introduisant les tenseurs
NˆIIab = a
2b2 sinc2
πa
M
sinc2
πb
N
+∞
∑
m=−∞
+∞
∑
n=−∞
(a +mM)−2 (b + nN)−2
na+mM,b+nN ⊗ na+mM,b+nN , (6.33)
et
NˆIVab = a
2b2 sinc2
πa
M
sinc2
πb
N
+∞
∑
m=−∞
+∞
∑
n=−∞
(a +mM)−2 (b + nN)−2
na+mM,b+nN ⊗ na+mM,b+nN ⊗ na+mM,b+nN ⊗ na+mM,b+nN , (6.34)
les cas limites a = 0 ou b = 0 e´tant traite´s de fac¸on similaire.
Le calcul de l’ope´rateur de Green pe´riodise´ se rame`ne donc a` la sommation des
se´ries de´finissant les tenseurs NˆIIab et Nˆ
IV
ab . L’expe´rience montre que celles-ci convergent
lentement, au point qu’il est ne´cessaire de mettre au point une me´thode permettant
d’acce´le´rer cette convergence. On pense imme´diatement a` la formule sommatoire de
Poisson (Knapp, 2005). Celle-ci a en effet e´te´ utilise´e avec succe´s pour calculer une partie
des composantes des deux tenseurs cherche´s ; son application aux composantes restantes
n’est cependant pas directe, et une autre technique, a` notre connaissance originale,
a finalement e´te´ mise au point pour calculer l’ensemble des composantes des deux
tenseurs cherche´s. Cette technique repose sur l’estimation de sommes de Riemann a`
l’aide d’inte´grales ; elle est brie`vement pre´sente´e ci-apre`s dans le cas unidimensionnel.
247
6. HOMOGE´NE´ISATION NUME´RIQUE PAR TRANSFORME´E DE FOURIER RAPIDE
Estimation d’une se´rie par des sommes de Riemann Soit f (x) une fonction de la
variable re´elle x ≥ 0. On suppose que f est positive, monotone, de´croissante. M e´tant
un entier fixe´, on souhaite de´terminer nume´riquement la somme de la se´rie
S (a) =
+∞
∑
m=0
f (a +mM) ,
et il est naturel de calculer la se´rie tronque´e
ST (a) =
T
∑
m=0
f (a +mM) ,
ou` la limite de troncature T est choisie de fac¸on a` ce que la pre´cision de´sire´e soit obtenue.
Si la se´rie converge lentement, sa valeur peut croıˆtre de fac¸on prohibitive. Afin d’acce´le´rer
cette convergence, on conside`re le reste RT (a) = S (a) − ST (a). f e´tant positive et
de´croissante, on a pour tout m l’encadrement suivant
1
M
∫ a+(m+1)M
a+mM
f (x) d x ≤ f (a +mM) ≤ 1
M
∫ a+mM
a+(m−1)M
f (x) d x,
dont la sommation pour m > T conduit a` l’encadrement suivant du reste RT
1
M
F [a + (T + 1) M] ≤ RT (a) ≤ 1
M
F (a + TM) ,
ou`
F (a) =
∫ +∞
a
f (x) d x.
Si une expression analytique de F (a) est connue, alors RT (a) peut eˆtre estime´ comme
la moyenne des deux bornes ci-dessus, l’erreur commise e´tant alors majore´e par la
diffe´rence de ces bornes. En d’autres termes, l’expression suivante
ST (a) +
1
2M
{F [a + (T + 1) M] + F (a + TM)} ,
constitue une estimation ame´liore´e de S (a), l’erreur commise e´tant alors majore´e par
F (a + TM)− F [a + (T + 1) M] .
La ge´ne´ralisation a` des se´ries doublement infinies (s’e´tendant de m = −∞ a` m =
+∞), ainsi que des fonctions de deux variables (se´ries doubles) est imme´diate. L’examen
de´taille´ de (6.33) et (6.34) montre de plus que i. toutes les se´ries a` calculer satisfont
les hypothe`ses de ce paragraphe, et ii. une expression analytique peut eˆtre de´termine´e
pour toutes les inte´grales correspondantes. En pratique, la vitesse de convergence est
ame´liore´e de fac¸on tre`s significative par cette me´thode ; en effet, l’erreur commise en
utilisant des se´ries tronque´es est de l’ordre de T−1, tandis que la technique propose´e ici
converge en T−2.
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6.3.3.2 Comportement asymptotique de l’ope´rateur de Green pe´riodise´ aux fortes
re´solutions
L’ope´rateur de Green pe´riodise´ Γˆab prend en compte explicitement la re´solution finie
(M,N < +∞) de la grille de calcul. Il est naturel de s’interroger sur le comportement,
lorsque cette re´solution devient grande, de cet ope´rateur, et notamment de le comparer
a` Γˆ(kab). On montre dans ce paragraphe que, au moins dans le cas particulier d’une
cellule de base carre´e (W = H) discre´tise´e par des pixels carre´s (M = N), on a
Γˆab → Γˆ0 (kab) (M = N → +∞).
Les entiers a, b ≥ 0 e´tant fixe´s (on supposera meˆme a > 0 et b > 0 afin d’e´viter les
cas pathologiques), il s’agit donc de de´terminer la limite
lim
N→+∞
Γˆab = lim
N→+∞
+∞
∑
m=−∞
+∞
∑
n=−∞
sinc2
π (a +mN)
N
sinc2
π (b + nN)
N
Γˆ0
[
(a +mN) ex + (b + nN) ey
]
. (6.35)
On utilise pour cela le the´ore`me de convergence domine´e de Lebesgue, pour lequel
il faut donc tout d’abord montrer que la se´rie pre´ce´dente est borne´e par une se´rie
sommable, inde´pendante de N. La taille N de la grille e´tant amene´e a` tendre vers l’infini,
on peut toujours supposer que a et b (fixe´s) sont tels que a, b ≤ N/2.
Pour majorer le terme ge´ne´ral de la se´rie (6.35), on remarque tout d’abord (voir
relation (6.7)) que les composantes de Γ0 (k) sont borne´es. Il suffit donc de majorer le
produit de sinus cardinaux. Ainsi
sinc2
π (a +mN)
N
≤ N
2
π2 (a +mN)2
≤


1
π2m2
si m > 0,
1
π2
(
1
2 +m
)2 si m < 0,
ou` l’on a utilise´ le fait que a < N/2.
La majoration pre´ce´dente est sommable, et inde´pendante de N : le the´ore`me de
convergence domine´e de Lebesgue s’applique, et on peut permuter dans (6.35) la somme
double et la limite. Il reste donc a` calculer la limite de chacun des termes de la se´rie
(6.35). Tout d’abord
lim
N→+∞
sinc2
π (a +mN)
N
=
{
1 if m = 0,
0 if m 6= 0,
tandis que la limite de Γˆ0 (ka+mN,b+nN) s’obtient simplement
lim
N→+∞
Γˆ0 (ka+mN,b+nN) =
lim
N→+∞
Γˆ0

 (a +mN) ex + (b + nN) ey√
(a +mN)2 + (b + nN)2

 =


Γˆ0(kab) si m = 0 et n = 0,
Γˆ0(ey) si m = 0 et n 6= 0,
Γˆ0(ex) si m 6= 0 et n = 0,
Γˆ0(mex + ney) si m 6= 0 et n 6= 0,
et on obtient finalement le re´sultat annonce´.
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FIG. 6.1: Le proble`me de l’inclusion carre´e (gauche) et en diamant (droite).
***
Le sche´ma nume´rique FFT-HS pre´sente´ au paragraphe 6.3 posse`de un certain nombre
de proprie´te´s qui le rendent supe´rieur au sche´ma original FFT-LS. Tout d’abord, le
re´sultat obtenu est toujours une borne rigoureuse sur l’e´nergie e´lastique de la cellule
de base. Ensuite, sous re´serve d’un choix ade´quat du milieu de re´fe´rence, le sche´ma
converge meˆme lorsque le contraste entre phases est infini. Cela tient a` ce que la fonction-
nelle de Hashin et Shtrikman est toujours de´finie positive ou ne´gative, suivant le choix
du milieu de re´fe´rence (Willis, 1977), et le syste`me line´aire re´sultant de sa discre´tisation
est donc inversible. Enfin, un crite`re e´nerge´tique existe pour de´terminer les proprie´te´s
me´caniques e´quivalentes d’un pixel he´te´roge`ne.
Ces proprie´te´s, e´tablies the´oriquement, doivent eˆtre teste´es nume´riquement. C’est
l’objet du paragraphe suivant, dans lequel deux applications sont envisage´es. Pour ces
applications, des grilles carre´es, discre´tise´es par des pixels carre´s ont e´te´ envisage´es
(W = H, M = N). Les dimensions des grilles utilise´es dans ce travail sont des puissances
de 2. Dans ce cas, l’optimisation de la borne (6.29) a lieu dans des espaces imbrique´s ;
par conse´quent, les bornes (6.29) obtenues pour des grilles 2p × 2p sont des fonctions
de´croissantes (resp. croissantes) de p si le milieu de re´fe´rence est plus raide (resp. plus
souple) que les phases en pre´sence.
6.4 Applications du nouveau sche´ma
6.4.1 Le proble`me de l’inclusion carre´e : comparaison des sche´mas FFT-LS
et FFT-HS
Dans ce paragraphe, on re´sout le proble`me de microme´canique (6.1a) – (6.1e) formule´
sur une cellule de base carre´e, de taille L et contenant une unique inclusion, e´galement
carre´e, de taille L/2. Les coˆte´s de l’inclusion sont ici paralle`les a` ceux de la cellule de
base (voir figure 6.1, gauche). On note µm (resp. µi) le module de cisaillement de la
matrice (resp. l’inclusion), et νm (resp. νi) son coefficient de Poisson. La cellule de base
est soumise a` une de´formation macroscopique de´viatorique
E = E
(
ex ⊗ ey + ey ⊗ ex
)
(E = 1), (6.36)
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et on cherche a` estimer l’e´nergie e´lastique de la cellule de base. Le sche´ma FFT-LS est
applique´ en choisissant le milieu de re´fe´rence en accord avec Michel et coll. (2001), tandis
que le milieu de re´fe´rence est confondu avec la matrice (C0 = Cm) pour l’application
du sche´ma FFT-HS. Suivant que l’inclusion est plus souple ou plus raide que la matrice,
l’estimation de l’e´nergie e´lastique par le sche´ma FFT-HS sera alors une borne supe´rieure
ou infe´rieure.
Des pre´cautions doivent eˆtre prises dans l’application de ce sche´ma lorsque le milieu
de re´fe´rence est confondu avec l’une des phases. Le terme Cαβ −C0 apparaissant dans
l’e´quation (6.32) peut en effet devenir dans ce cas singulier. Comme dans la me´thode des
inclusions polarise´es (ou` l’on ne polarise pas la matrice lorsqu’elle est choisie comme
milieu de re´fe´rence), on impose alors a` la polarisation des pixels concerne´s d’eˆtre nulle
ταβ = 0, si Cαβ = C0,
une telle condition e´tant tre`s facilement incorpore´e dans un algorithme de gradient
conjugue´.
Dans le premier calcul pre´sente´ ici, le contraste entre matrice et inclusion est fixe´
(µi/µm = 0.1) et on fait varier la taille M = N de la grille. L’erreur relative sur l’estima-
tion de l’e´nergie e´lastique est alors repre´sente´e en fonction de M = N sur la figure 6.2, la
valeur de re´fe´rence e´tant e´tablie par e´le´ments finis.
Comme attendu, la courbe correspondant a` la me´thode FFT-HS est bien de´croissante,
et chaque estimation constitue bien une borne supe´rieure de la valeur « exacte » (calcul
par e´le´ments finis quadratiques a` huit nœuds sur un maillage 128× 128). Ce n’est pas le
cas de la courbe correspondant a` la me´thode FFT-LS qui est initialement croissante ; de
plus, pour la plus faible re´solution conside´re´e ici (M = N = 8), l’estimation de l’e´nergie
e´lastique n’est pas une borne supe´rieure de la valeur « exacte ». Cela tient a` ce que le
champ de de´formation discret n’est en toute rigueur pas cine´matiquement admissible
dans le sche´ma FFT-LS, du fait d’erreurs nume´riques de discre´tisation ; ces erreurs sont
absentes du sche´ma FFT-HS. On constate e´galement que le sche´ma FFT-HS conduit a` une
meilleure estimation de l’e´nergie e´lastique que le sche´ma FFT-LS.
Dans un second calcul, on s’inte´resse a` la question des contrastes e´leve´s entre phases.
Michel et coll. (2001) ont montre´ que plus le contraste est e´leve´, plus le sche´ma FFT-LS
converge lentement (pour finalement ne plus converger lorsque le contraste devient
infini). Il a de´ja` e´te´ mentionne´ que de telles restrictions n’existent pas avec le sche´ma
FFT-HS ; c’est ce que l’on souhaite ve´rifier dans ce calcul. Avant tout, il est ne´cessaire de
de´finir un crite`re d’arreˆt pour les sche´mas FFT-LS et FFT-HS. Les crite`res choisis sont
similaires, afin d’assurer que la comparaison entre les deux sche´mas est e´quitable.
Ainsi, les ite´rations du sche´ma FFT-LS sont arreˆte´es lorsque la diffe´rence entre deux
approximations successives du champ de de´formation est suffisamment petite. Plus
pre´cise´ment, δ e´tant un nombre petit (fixe´ par l’utilisateur), le crite`re d’arreˆt est
1
MN
M−1
∑
α=0
N−1
∑
β=0
(
ε
n+1
αβ −εnαβ
)
:
(
ε
n+1
αβ −εnαβ
)
≤ δ (E : E) .
Ce crite`re est semblable a` celui propose´ par Eyre et Milton (1999) ; il diffe`re du crite`re
de Moulinec et Suquet (1994, 1998), base´ sur la ve´rification de l’e´quilibre local.
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FIG. 6.2: Erreur relative sur l’estimation de l’e´nergie e´lastique macroscopique F , en fonction
de la re´solution (M = N est le nombre de pixels le long de chaque coˆte´ de la cellule de base),
pour le proble`me de l’inclusion carre´e. La valeur de re´fe´rence (∆F/F = 0) est obtenue
par e´le´ments finis (quadrangles a` huit nœuds) pour M = N = 128. Dans cette application,
µm = 1, νm = 0.3, µi = 0.1, νi = 0.2. Le sche´ma FFT-HS (a) fournit toujours une borne
supe´rieure, de´croissante de la re´solution, de cette e´nergie. Ce n’est pas le cas du sche´ma
FFT-LS (b), au moins pour les re´solutions les plus faibles. A re´solution donne´e, l’estimation
donne´e par FFT-HS est meilleure que celle obtenue par FFT-LS.
En ce qui concerne le sche´ma FFT-HS, le crite`re est plus contraignant (les tests
pre´sente´s ici sont donc le´ge`rement favorables au sche´ma FFT-LS), et comporte trois
conditions
1
MN
M−1
∑
α=0
N−1
∑
β=0
(
τ
n+1
αβ − τnαβ
)
:
(
τ
n+1
αβ − τnαβ
)
≤ δ
MN
M−1
∑
α=0
N−1
∑
β=0
τ
n
αβ : τ
n
αβ,
1
MN
M−1
∑
α=0
N−1
∑
β=0
ρ
n+1
αβ : ρ
n+1
αβ ≤ δ (E : E) ,∣∣∣F n+1 −F n∣∣∣ ≤ δF n,
ou` F n de´signe l’estimation de l’e´nergie e´lastique et ρnαβ le re´sidu a` l’ite´ration n
ρ
n
αβ = (Cαβ − C0)−1 : τnαβ + ηnαβ − E.
Comme chaque ite´ration des sche´mas FFT-LS et FFT-HS comporte le meˆme nombre
de transforme´es de Fourier discre`tes, il est possible de comparer ces deux sche´mas sur la
base du nombre total d’ite´rations ne´cessaires pour atteindre la convergence ; c’est l’objet
de la figure 6.3, sur laquelle on a reporte´ ce nombre en fonction du contraste µi/µm.
Michel et coll. (2001) montrent que pour le sche´ma FFT-LS, le nombre d’ite´rations est
asymptotiquement proportionnel a`max (µi/µm,µm/µi), ce que confirme ce calcul. On
constate sur la figure 6.3 que pour le sche´ma FFT-HS, le comportement asymptotique du
nombre d’ite´rations est beaucoup plus favorable : il atteint tre`s rapidement un plateau,
de sorte que le nombre total d’ite´ration est borne´, quelle que soit la valeur du contraste.
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FIG. 6.3: Nombre d’ite´rations ne´cessaires pour atteindre la convergence dans le proble`me
de l’inclusion carre´e (µm = 1, νm = 0.3, µi variable, νi = 0.2). Les calculs sont effectue´s sur
une grille 128× 128, et la valeur δ = 10−10 est utilise´e pour les crite`res d’arreˆt de´crits dans
le texte. Le sche´ma FFT-HS (a) converge toujours en un nombre borne´ d’ite´rations, tandis
que le sche´ma FFT-LS (b) ne´cessite un nombre croissant (line´airement) d’ite´rations lorsque
le contraste augmente.
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FIG. 6.4: Comparaison des de´formations transverses εxy obtenues par e´le´ments finis (a), et
par le sche´ma FFT-HS, pour le proble`me de l’inclusion carre´e. Dans cet exemple, l’inclusion
est en fait un pore (µi = 0, µm = 1, νm = 0.3). Le calcul aux e´le´ments finis est effectue´ sur un
maillage 128× 128 (e´le´ments quadratiques a` huit nœuds), tandis que le calcul FFT-HS n’est
effectue´ que sur une grille 32× 32. Les de´formations sont mesure´es le long de la frontie`re
infe´rieure de la cellule de base (voir figure 6.1).
Le gain apporte´ par ce nouveau sche´ma peut donc eˆtre tre`s important (plusieurs ordres
de grandeur pour des contrastes e´leve´s).
Les calculs pre´ce´dents illustrent les excellentes proprie´te´s de convergence du sche´ma
FFT-HS. Les courbes de la figure 6.4 montrent de plus que la relation (6.30) constitue une
bonne estimation des de´formations locales. Sur ce graphe, les de´formations calcule´es
par ce sche´ma ne peuvent en effet pas eˆtre distingue´es des estimations obtenues par
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e´le´ments finis.
6.4.2 Le proble`me de l’inclusion en diamant : erreurs de discre´tisation de la
frontie`re
Dans le paragraphe 6.4.1, les interfaces e´taient confondues avec les bords des pixels.
Toute erreur lie´e a` la discre´tisation de l’interface matrice-inclusion avait ainsi volon-
tairement e´te´ e´carte´e. Ce n’est plus le cas du proble`me conside´re´ ici (voir figure 6.1,
droite), dans lequel les bords de l’inclusion (dont la diagonale vaut L/2) sont obliques,
de sorte que certains pixels sont traverse´s par l’interface. Le sche´ma FFT-LS est alors
mis en de´faut, puisqu’il ne propose aucune re`gle pour la de´termination des proprie´te´s
e´lastiques e´quivalentes d’un pixel he´te´roge`ne.
Cet obstacle est leve´ dans le sche´ma FFT-HS, ou` la relation (6.22) constitue la re`gle
cherche´e, dont on teste le bien fonde´ en estimant l’e´nergie e´lastique macroscopique du
syste`me (soumis a` la de´formation macroscopique (6.36)) par deux strate´gies diffe´rentes
– strate´gie 1 : la raideur e´quivalente des pixels he´te´roge`nes est de´termine´e selon
(6.22),
– strate´gie 2 : tous les pixels he´te´roge`nes sont arbitrairement affecte´s a` la phase
poreuse.
Dans les deux cas, l’e´nergie e´lastique est estime´e par le sche´ma FFT-HS, et la ma-
trice est choisie comme milieu de re´fe´rence. Une solution de re´fe´rence e´tant e´tablie
par e´le´ments finis (e´le´ments quadratiques a` six nœuds), l’erreur relative sur l’e´nergie
e´lastique est repre´sente´e dans chaque cas sur la figure 6.5 en fonction de la taille
de la grille. Comme dans l’exemple pre´ce´dent, les courbes obtenues devraient eˆtre
de´croissantes. Si cette proprie´te´ est bien ve´rifie´e par la strate´gie 1, il n’en va pas de meˆme
de la strate´gie 2, pour laquelle la courbe est croissante au lieu d’eˆtre de´croissante, et
les valeurs obtenues sont des bornes infe´rieures au lieu d’eˆtre des bornes supe´rieures.
Cet exemple montre que les proprie´te´s e´lastiques des pixels he´te´roge`nes doivent eˆtre
de´termine´es soigneusement.
Pour finir, on remarque que, meˆme lorsque la re`gle (6.22) est respecte´e, l’erreur
relative sur l’e´nergie e´lastique est beaucoup plus importante dans cet exemple que dans
l’exemple pre´ce´dent (comparer les valeurs nume´riques des figures 6.2 et 6.5). Il a en fait
e´te´ constate´ sur cet exemple que le choix quelque peu arbitraire de la matrice comme
milieu de re´fe´rence n’e´tait pas optimal. La figure 6.5 montre en effet qu’avec un milieu de
re´fe´rence diffe´rent (µ0 = 17.5, ν0 = −1), l’erreur est bien plus faible. Cette constatation
conduit a` conside´rer le proble`me de la de´termination du milieu de re´fe´rence optimal
sous un nouvel angle. En effet, dans le sche´ma FFT-LS, le milieu de re´fe´rence optimal est
celui qui permet d’obtenir la convergence en un minimum d’ite´rations. Les exemples qui
pre´ce`dent montrent que la convergence du sche´ma FFT-HS n’est pas aussi critique que
celle du sche´ma FFT-LS, et on peut donc de´finir comme optimal le milieu de re´fe´rence
qui conduit a` la meilleur borne sur l’estimation de l’e´nergie e´lastique.
***
Les de´veloppements de ce chapitre apportent un e´clairage nouveau aux me´thodes
d’homoge´ne´isation nume´rique par transforme´e de Fourier rapide, initialement de´velop-
pe´es par Moulinec et Suquet (1994, 1998). Ces me´thodes, ge´ne´ralement beaucoup plus
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FIG. 6.5: Erreur relative sur l’estimation de l’e´nergie e´lastique macroscopique F , en fonction
de la re´solution (M = N est le nombre de pixels le long de chaque coˆte´ de la cellule de base),
pour le proble`me de l’inclusion en diamant. La valeur de re´fe´rence (∆F/F = 0) est obtenue
par e´le´ments finis (triangles a` six nœuds trace´s sur les sommets d’une grille re´gulie`re) pour
M = N = 128. Dans cette application, µm = 1, νm = 0.3, µi = 0. Le sche´ma FFT-HS (b) ne
fournit pas une borne supe´rieure lorsque la (mauvaise) strate´gie 2 est utilise´e. En revanche,
lorsque la re`gle (6.22) est utilise´e (a), le comportement attendu est bien observe´. Le choix
d’un milieu de re´fe´rence diffe´rent (c) de la matrice peut e´galement ame´liorer la qualite´ de la
borne.
rapides que les me´thodes traditionnelles de me´canique nume´rique pour des mate´riaux
fortement he´te´roge`nes, gagnent en popularite´ du fait de la possibilite´ qu’elles offrent
d’eˆtre couple´es a` des expe´riences de tomographie.
Sur la forme, le sche´ma FFT-HS propose´ ici est tre`s similaire au sche´ma original
FFT-LS. En effet, dans les deux cas, un ope´rateur line´aire de grande taille doit eˆtre
inverse´ de fac¸on ite´rative. A chaque ite´ration, l’approximation de la solution est mise a`
jour en lui appliquant cet ope´rateur partiellement dans l’espace re´el et l’espace de Fourier.
Ce va-et-vient entre deux repre´sentations fonctionnelles des meˆmes champs physiques
constitue la ve´ritable originalite´ de ces sche´mas ; le me´rite en revient a` Moulinec et
Suquet.
Sur le fond, la me´thode FFT-HS pre´sente de meilleures proprie´te´s que la me´thode
FFT-LS. Tout d’abord, l’ope´rateur line´aire a` inverser est de´fini positif (ou ne´gatif), ce qui
offre une plus grande liberte´ de choix dans le solveur, tandis que l’utilisation de se´ries de
Neumann (dont la convergence est lente) est impose´e par la me´thode FFT-LS. La conver-
gence de l’algorithme est ainsi significativement acce´le´re´e, meˆme pour des contrastes
infinis (inaccessibles a` la me´thode FFT-LS). De plus, quelle que soit la re´solution, le
nouveau sche´ma fournit une borne rigoureuse sur l’e´nergie e´lastique. Enfin, les pixels
he´te´roge`nes peuvent eˆtre pris en compte de fac¸on pre´cise.
Les e´le´ments de ce chapitre ne constituent que l’embryon de la me´thode FFT-HS,
pour laquelle un certain nombre de de´veloppements peuvent eˆtre envisage´s.
Dans un premier temps, il convient d’imple´menter FFT-HS pour l’e´lasticite´ tridimen-
sionnelle. Le calcul de l’ope´rateur de Green pe´riodise´ dans R3 est un pre´alable ne´cessaire.
Le calcul nume´rique de se´ries triples peut ne´cessiter des temps de calcul tre`s importants,
et une attention particulie`re sera donc accorde´e a` la vitesse de convergence des me´thodes
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de sommation utilise´es.
Ensuite, l’optimisation du milieu de re´fe´rence devra faire l’objet d’une e´tude plus
syste´matique. Le milieu de re´fe´rence est optimal pour la me´thode FFT-LS si l’algorithme
converge en un minimum d’ite´rations. La situation est tre`s diffe´rente pour la me´thode
FFT-HS, pour laquelle le milieu de re´fe´rence est conside´re´ comme optimal s’il conduit aux
meilleures bornes possibles sur l’e´nergie e´lastique macroscopique. Comment de´terminer
les proprie´te´s e´lastiques de ce milieu optimal ? Le syste`me reste-t-il bien conditionne´
lorsque ces caracte´ristiques sont adopte´es ?
Bien entendu, toutes les extensions du sche´ma FFT-LS initial peuvent eˆtre transfe´re´es
au sche´ma FFT-HS. Ainsi, l’imple´mentation de la me´thode multi-grilles de Eyre et Milton
(1999) pourrait accroıˆtre encore la vitesse des calculs. De plus, la de´marche propose´e
par Moulinec et Suquet (1994, 1998) permettra l’extension de FFT-HS au domaine non-
line´aire.
Il faut signaler pour finir que le cas d’un milieu he´te´roge`ne contenant a` la fois des
inclusions rigides et des pores reste inaccessible a` la me´thode FFT-HS. En effet, il n’est
alors pas possible de choisir un milieu de re´fe´rence qui soit plus raide, ou plus souple
que toutes les phases en pre´sence.
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Au-dela` de l’industrie du ciment, l’estimation des proprie´te´s (me´caniques, transport)
macroscopiques d’unmilieu he´te´roge`ne a` partir de la caracte´risation de sa microstructure
est un proble`me re´current. Du point de vue de l’optimisation d’un mate´riau existant,
disposer d’un outil de changement d’e´chelle est une perspective tre`s se´duisante, puisqu’il
devient alors possible, sans avoir recours a` l’expe´rience, d’e´tudier l’influence relative
des divers parame`tres de formulation a` disposition. Dans cette optique, les sche´mas
d’homoge´ne´isation classiques sont particulie`rement attractifs, car ils conduisent a` des
mode`les dont la mise en œuvre est relativement simple (y compris dans le domaine
non-line´aire), tout en permettant de rendre compte fide`lement d’un certain nombre de
tendances.
Ces sche´mas d’homoge´ne´isation pre´sentent toutefois des limites, qui tiennent es-
sentiellement au fait que les fractions volumiques des constituants des mate´riaux
he´te´roge`nes conside´re´s sont les seules informations de microstructure a` eˆtre prises
en compte de fac¸on quantitative1. Ainsi par exemple, les estimations des proprie´te´s
e´lastiques macroscopiques d’un milieu poreux ne de´pendent que de la porosite´ totale,
pas de la distribution de taille des pores. Fort peu souhaitable sur le plan the´orique,
cette faiblesse a-t-elle des conse´quences pratiques ? Un des objectifs de ce travail e´tait de
tenter de re´pondre a` cette question.
Dans ce but, une revue critique des sche´mas d’homoge´ne´isation « avance´s » est pro-
pose´e au chapitre 1. Pour produire de tels sche´mas, il est naturel de tenter d’introduire
les fonctions de corre´lation a` deux points. La discussion du chapitre 1 montre cependant
qu’une telle tentative est vaine, et bien qu’il soit possible d’e´tablir des bornes et estima-
tions prenant en compte une information statistique a` trois ou quatre points, l’e´valuation
des expressions obtenues devient rapidement complexe. C’est donc l’approche qualifie´e
de ge´ome´trique2 qui doit eˆtre abandonne´e, au profit d’une approche me´canique3, dans
laquelle le proble`me de microme´canique est re´solu de fac¸on approche´e a` l’aide d’un
principe variationnel non-standard, base´ sur la notion de polarisation : le principe de
Hashin et Shtrikman (1962).
L’ambition initiale de ce travail e´tait d’appliquer les me´thodes ainsi de´veloppe´es aux
C–S–H du ciment : ceux-ci sont donc brie`vement pre´sente´s au chapitre 1. Des travaux
1Pour des phases anisotropes, l’e´lancement et l’orientation peuvent e´galement eˆtre introduites dans le
sche´ma d’homoge´ne´isation.
2Au sens ou` la ge´ome´trie de la structure est de´crite par des fonctionnelles statistiques, qui sont ensuite
introduite dans des bornes et estimations.
3Au sens ou` le proble`me de microme´canique est re´solu (de fac¸on approche´e) sur chaque re´alisation du
milieu he´te´roge`ne conside´re´, la distribution de proprie´te´s me´caniques homoge´ne´ise´es e´tant alors traite´e
statistiquement.
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ante´rieurs ont montre´ que pour les C–S–H, l’e´chelle de longueur pertinente e´tait sub-
microme´trique ; leur microstructure est malheureusement tre`s mal connue a` ces e´chelles.
De`s lors, une composante expe´rimentale s’ajoutait naturellement a` ce travail : il s’agissait
de tenter de caracte´riser cette microstructure, la quantification en re´sultant e´tant alors
prise en compte dans l’e´valuation des proprie´te´s macroscopiques (a` l’e´chelle du micron)
des C–S–H.
Il e´tait ne´cessaire d’adopter, avant que les re´sultats expe´rimentaux ne soient dispo-
nibles, une hypothe`se de travail relative a` la microstructure des C–S–H. Conforme´ment
aux the´ories couramment admises, la phase C–S–H a donc dans un premier temps
e´te´ conside´re´e comme un assemblage poreux d’objets e´le´mentaires (« globules », « bri-
quettes ») soude´s les uns aux autres. Il s’agissait alors d’estimer ses proprie´te´s e´lastiques
macroscopiques par la me´thode des inclusions polarise´es, introduite a` cet effet au cha-
pitre 2. En traitant individuellement chaque inclusion, et donc en tenant compte de leur
voisinage, celle-ci semble tout indique´e pour aborder le proble`me conside´re´. Contre
toute attente, elle ne permet cependant pas, dans son de´veloppement actuel et dans le
cadre de l’e´lasticite´ line´aire, de proposer des estimations se de´marquant de celles de
Hashin et Shtrikman. Pour ame´liorer ce re´sultat, il est possible de raffiner la me´thode a`
l’aide de champs de polarisation polynomiaux par inclusion. Ceci n’est possible que du
fait de la mise au point dans le cadre de ce travail de techniques de calcul analytiques
permettant l’e´valuation des tenseurs d’influence a` tous ordres.
Il a tre`s toˆt e´te´ reconnu dans ce travail que l’e´lasticite´ line´aire, passage pourtant oblige´
pour atteindre le domaine non-line´aire, constituait un mauvais crite`re d’e´valuation des
me´thodes de´veloppe´es ici. En e´lasticite´ line´aire, les proprie´te´s me´caniques macrosco-
piques sont en effet assez peu sensibles aux de´tails de la microstructure. Un compromis4
est trouve´ au chapitre 3, ou` les techniques de polarisation, notamment la me´thode des
inclusions polarise´es, sont e´tendues a` la poroe´lasticite´. Contrairement aux modules
d’e´lasticite´, les estimations des coefficients de couplage poroe´lastiques n’ont pas le statut
de bornes ; le cadre variationnel dans lequel s’inscrit la me´thode garantit ne´anmoins
que son raffinement conduit a` une ame´lioration des estimations. La me´thode des in-
clusions polarise´es est teste´e en poroe´lasticite´ plane, ou` elle se re´ve`le capable, meˆme
dans sa version la plus simple, de distinguer deux microstructures de meˆme poro-
site´, mais dont les distributions de taille de pores diffe`rent. Bien entendu, les re´sultats
sont quantitativement moins bons que ceux obtenus par e´le´ments finis, mais les temps
de calculs sont e´galement beaucoup plus avantageux (d’un facteur 100 environ). La
me´thode des inclusions polarise´es rend donc possible, meˆme en trois dimensions, des
calculs statistiques exhaustifs ; notons a` ce propos qu’une extrapolation dans la limite des
grands volumes est toujours ne´cessaire. Un sche´ma d’extrapolation est propose´ et valide´
expe´rimentalement aux chapitres 2 et 3 ; une justification heuristique en est e´galement
propose´e.
La me´thode des inclusions polarise´es ainsi valide´e, il s’agissait alors de l’alimenter
avec unemicrostructure repre´sentative desC–S–H du ciment. La technique expe´rimentale
utilise´e est la diffusion des rayons X aux petits angles. A elle seule, cette technique ne
suffit pas a` caracte´riser la microstructure explore´e, mais le spectre de diffusion peut
eˆtre utilise´ pour contraindre une reconstruction base´e sur des hypothe`ses morpholo-
giques supple´mentaires. C’est l’objet des travaux du chapitre 4, dans lequel on montre
4Entre sensibilite´ a` la microstructure d’une part, et simplicite´ du mode`le me´canique d’autre part.
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tout d’abord que l’allure tre`s particulie`re du spectre de diffusion aux petits angles
des paˆtes de ciment n’est pas a` ce jour explique´e de fac¸on satisfaisante. Adoptant
l’hypothe`se globulaire pour les C–S–H, on tente de construire nume´riquement un as-
semblage de sphe`res dures re´alisant le spectre alge´brique mesure´ expe´rimentalement.
La re´solution du proble`me direct (calcul du spectre de diffusion d’une microstructure
donne´e) constitue un pre´alable indispensable a` cette approche inverse. La me´thode
nume´rique de´veloppe´e dans ce chapitre est originale ; comme ses concurrentes, elle
pre´sente des effets de bords (lie´s a` la taille finie de la boıˆte de simulation). Ceux-ci sont
quantifie´s rigoureusement, et on montre qu’ils se traduisent par une convolution du
spectre re´el avec un noyau dont une expression analytique est fournie. Des indications
relatives a` la de´convolution du spectre obtenu nume´riquement sont donne´es. Lors de
l’imple´mentation de cette me´thode nume´rique, une attention particulie`re a e´te´ accorde´e a`
l’optimisation du temps de calcul. Malgre´ tout, l’approche inverse initialement propose´e
reste inaccessible aux moyens informatiques actuels. En outre, sa mise en œuvre dans des
situations tre`s simplifie´es a permis de mettre en e´vidence des difficulte´s supple´mentaires
(les structures ge´ne´re´es e´tant he´te´roge`nes). Fort heureusement, cette barrie`re mate´rielle
ne s’est pas re´ve´le´e re´dhibitoire, puisque l’analyse directe de quelques cas particuliers a
permis de montrer avec une quasi-certitude que ni le mode`le globulaire, ni le mode`le de
Dijon n’e´taient compatibles avec les spectres de diffusion expe´rimentaux. La me´thode
inverse initialement envisage´e n’aurait donc pas converge´ dans cette situation. C’est
aussi la raison pour laquelle la me´thode de polarisation a e´te´ limite´e a` une morphologie
inclusionnaire, meˆme si des extensions (plus repre´sentatives des mode`les classiques de
ciment) sont possibles.
Les spectres de diffusion aux petits angles ont e´te´ comple´te´s par des observa-
tions directes par microscopie X. Le microscope utilise´ autorise la rotation partielle
de l’e´chantillon dans le faisceau (tomographie), une reconstruction tridimensionnelle
e´tait donc envisageable, a` une re´solution jamais atteinte auparavant pour ce type de
mate´riaux. Les re´sultats de ces observations sont pre´sente´s au chapitre 5 de ce me´moire.
Leur caracte`re novateur a ne´cessite´ la mise au point d’un cadre me´thodologique adapte´
pour le traitement des images en transmission obtenues. La difficulte´ de ce traitement
tient a` la forte e´paisseur de l’e´chantillon5. Dans ce chapitre, un inventaire des me´thodes
existantes pour l’alignement et la reconstruction tridimensionnelle est dresse´, et les
me´thodes les mieux adapte´es au cas traite´ sont identifie´es ; des reconstructions tridimen-
sionnelles sont alors propose´es. Bien que la re´solution de´sire´e ne soit pas atteinte, des
calculs effectue´s sur la reconstruction obtenue sugge`rent que la phase C–S–H pourrait
eˆtre continue, tout en pre´sentant d’importantes fluctuations locales de densite´, a` l’origine du
spectre de diffusion alge´brique observe´ expe´rimentalement, dont l’interpre´tation par un
mode`le biphasique est de ce fait compromise. Notons que cette hypothe`se est cohe´rente
avec l’observation maintes fois renouvele´e de la grande variabilite´ locale du rapport
C/S des C–S–H (Richardson et Groves, 1993; Viehland et coll., 1996; Richardson, 2004).
Dans ce chapitre est e´galement propose´e une me´thode originale de calcul du spectre
de diffusion d’un e´chantillon a` partir de ses images en transmission. Cette me´thode
permet ainsi de croiser deux techniques expe´rimentales apparemment bien diffe´rentes :
la diffusion aux petits angles et la microscopie X.
5Qui, du point de vue de la caracte´risation de la microstructure des C–S–H, constitue la force de cette
expe´rience.
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES
La nouvelle morphologie envisage´e pour les C–S–H (phase continue dont la densite´
– donc les proprie´te´s e´lastiques – fluctuent localement) sort du cadre de la me´thode
des inclusions polarise´es. Toutefois, le meˆme principe variationnel que celui utilise´
aux chapitres 2 et 3 conduit au chapitre 6 a` une formulation originale6 des me´thodes
d’homoge´ne´isation par transforme´e de Fourier rapide. Sous re´serve qu’une correspon-
dance soit e´tablie entre proprie´te´s e´lastiques locales et niveau de gris, ces me´thodes
sont parfaitement adapte´es a` l’exploitation directe d’images tomographiques. Les pro-
prie´te´s de convergence de cette nouvelle formulation sont tre`s supe´rieures a` celles des
me´thodes ante´rieures. Elle re´sout en outre un certain nombre de proble`mes pratiques,
comme la de´termination des caracte´ristiques me´caniques e´quivalentes de pixels (voxels)
inhomoge`nes.
Les techniques de polarisation, base´es sur le principe variationnel de Hashin et
Shtrikman (1962) constituent, on l’aura compris, le fil conducteur de ce travail. Ce
principe est particulie`rement bien adapte´ au calcul (approche´) des microstructures
fortement he´te´roge`nes, du fait de la souplesse qu’il offre quant au choix des champs-
test (qui ne sont soumis a` aucune condition). Cette adaptabilite´ en a meˆme permis
l’application dans le contexte des nanocomposites (ou` la difficulte´ vient de l’existence
de contraintes de surface a` l’interface matrice-inclusions), pour lesquels la possibilite´
d’exhiber des bornes a` deux points avait pourtant e´te´ mise en cause. Les de´veloppements
correspondants, qui s’inscrivent en marge du pre´sent travail, tout en suivant la meˆme
logique, ont fait l’objet de deux publications (Brisard et coll., 2010a,b).
Les me´thodes d’homoge´ne´isation propose´es ici ne sont pas nouvelles dans leur prin-
cipe ; leur formulation dans le cadre du principe de Hashin et Shtrikman leur confe`re
toutefois un statut de borne, ainsi qu’une robustesse accrue (convergence des estima-
tions avec le raffinement de la me´thode). Elles peuvent remplacer avantageusement les
me´thodes dont elles s’inspirent.
***
Meˆme si nous espe´rons avoir convaincu le lecteur que ces approches sont promet-
teuses, conce´dons que nous n’en avons pas exhibe´ d’application « e´clatante » (et surtout,
transverse a` l’ensemble de ce travail). Des voies possibles pour de´velopper les outils mis
en place sont en revanche propose´es ; les perspectives de ce travail se dessinent donc
clairement.
En ce qui concerne la me´thode des inclusions polarise´es (chapitres 2 et 3), il s’agit
d’imple´menter les sche´mas PIM1, PIM2, PIM3 et PIM4. Du fait de la multiplication des
tenseurs d’influence mis en jeu, une attention particulie`re devra eˆtre accorde´e a` la
structure du code.
Pour ce qui est des de´veloppements relatifs a` la diffusion des rayons X aux petits
angles (chapitre 4), la me´thode de de´convolution est perfectible. Ainsi, la re´gularisation
par minimisation de la variation totale, de´couverte tardivement au travers de son ap-
plication aux reconstructions tomographiques du chapitre 5, constitue une perspective
inte´ressante. Par ailleurs, compte-tenu de l’e´chec essuye´ lors du calcul inverse de la
microstructure des C–S–H, une nouvelle re´flexion relative a` l’optimisation du calcul
direct du spectre de diffusion est ne´cessaire.
6Faisant l’objet d’une publication (Brisard et Dormieux, 2010).
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Avec le chapitre 6, le chapitre 5 est sans doute le plus abouti sur le plan me´thodologi-
que, meˆme si les performances du programme de reconstruction pourraient eˆtre ame´liore´es
en travaillant partiellement dans l’espace de Fourier (dans sa version actuelle, tous les
calculs sont effectue´s dans l’espace re´el). Si une acce´le´ration significative de la recons-
truction e´tait obtenue, on pourrait songer a` ame´liorer l’alignement des projections, en
utilisant la reconstruction a` l’e´tape n comme re´fe´rence pour l’alignement des projections
a` l’e´tape n + 1. Il n’en reste pas moins que ces perspectives sont mineures au regard de
la pierre d’achoppement constitue´e par la qualite´ des projections, qui de´termine celle de
la reconstruction et de´pend du dispositif expe´rimental utilise´.
Finalement, la me´thode d’homoge´ne´isation par transforme´e de Fourier discre`te
pre´sente´e au chapitre 6 n’est mise en œuvre qu’en e´lasticite´ plane ; son extension a`
l’e´lasticite´ tridimensionnelle ne pose aucune difficulte´ the´orique, mais ne´cessite la mise
au point de me´thodes adapte´es pour le calcul de l’ope´rateur de Green pe´riodise´ (se´rie
triple dont la convergence est lente).
C’est notre ambition que de suivre quelques unes des pistes e´voque´es ci-dessus.
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Annexe A
Comple´ments d’alge`bre tensorielle
Dans ce chapitre sont rassemble´s quelques outils utiles pour l’imple´mentation pra-
tique des me´thodes pre´sente´es dans ce travail.
A.1 Repre´sentation de Voigt
Dans un calcul nume´rique, la manipulation d’un tenseur d’ordre quatre comme un
tableau a` quatre dimensions est maladroite et lourde. Pour les tenseurs T d’ordre quatre
ope´rant dans l’espace des tenseurs d’ordre deux syme´triques, c’est-a`-dire tels que
Ti jkl = Tjikl = Ti jlk, (A.1)
il est possible d’adopter une repre´sentation matricielle tre`s commode, puisqu’a` la double
contraction « : » correspond alors un simple produit matriciel.
On commence par de´finir la repre´sentation de Voigt d’un tenseur syme´trique d’ordre
deux s, sous la forme d’un vecteur colonne dans lequel sont reporte´s les six coefficients
inde´pendants de s
V [s] = (s11, s22, s33, s23
√
2, s31
√
2, s12)
T
√
2,
ou` le coefficient
√
2 assure que le produit doublement contracte´ a une expression simple
s : s′ = V [s]TV [s′].
Un tenseur T pre´sentant les syme´tries (A.1) comporte 36 coefficients inde´pendants,
dispose´s dans la repre´sentation de Voigt sous la forme d’une matrice 6× 6
V [T] =


T1111 T1122 T1133 T1123
√
2 T1131
√
2 T1112
√
2
T2211 T2222 T2233 T2223
√
2 T2231
√
2 T2212
√
2
T3311 T3322 T3333 T3323
√
2 T3331
√
2 T3312
√
2
T2311
√
2 T2322
√
2 T2333
√
2 2T2323 2T2331 2T2312
T3111
√
2 T3122
√
2 T3133
√
2 2T3123 2T3131 2T3112
T1211
√
2 T1222
√
2 T1233
√
2 2T1223 2T1231 2T1212.


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Cette repre´sentation assure les proprie´te´s suivantes (s, s′ sont des tenseurs d’ordre
deux, T,T′ des tenseurs d’ordre quatre)
V [s⊗ s′] = V [s]V [s′]T , V [T : s′] = V [T]V [s′],
V [T : T′] = V [T]V [T′], V [T−1] = V [T]−1,
qui permettent d’utiliser toute librairie classique de calcul matriciel. Dans ce qui suit, on
identifiera un tenseur et sa repre´sentation de Voigt : la notation V [·] sera donc omise.
A.2 Base de Walpole
A.2.1 De´finition
Lorsqu’un tenseur d’ordre quatre pre´sentant les syme´tries (A.1) est isotrope trans-
verse, il peut eˆtre de´compose´ de fac¸on unique sur la base (E1, E2, E3, E4, F,G) introduite
par Walpole (1984). L’inte´reˆt de travailler avec une telle base est que les re`gles de multi-
plication (et donc, d’inversion) sont tre`s simples. Soit n un vecteur unitaire de´finissant la
direction d’anisotropie. On de´finit tout d’abord les deux tenseurs de projection d’ordre
deux
p = n⊗ n, q = i−p,
ou` i de´signe le tenseur identite´ d’ordre deux. Les tenseurs E1 a` E4 sont alors donne´s par
les expressions intrinse`ques suivantes
E1 = p⊗ p, E2 = 1
2
q⊗ q, E3 = 1√
2
p⊗ q, E4 = 1√
2
q⊗ p,
tandis que les composantes des tenseurs F et G sont de´finies comme suit
Fi jkl =
1
2
(
qikq jl + q jkqil − qi jqkl
)
,
Gi jkl =
1
2
(
pikq jl + pilq jk + p jkqil + p jlqik
)
.
A.2.2 Moyenne angulaire isotrope
On a fre´quemment besoin de calculer la moyenne angulaire isotrope d’un tenseur
isotrope transverse, T (n) (ou` n est la direction d’anisotropie). En d’autres termes, on
souhaite calculer l’inte´grale suivante
1
4π
∫
|n|=1
T (n) d2 n.
Lorsque T est de´compose´ dans la base de Walpole
T = aE1 + bE2 + cE3 + dE4 + fF+ gG,
la moyenne angulaire de T s’exprime comme une combinaison line´aire des moyennes
angulaires des tenseurs de base, qui sont aise´ment calcule´es en utilisant les relations
1
4π
∫
|n|=1
n⊗ n d2 n = 1
3
i,
1
4π
∫
|n|=1
n⊗ n⊗ n⊗ n d2 n = 1
3
J+
2
15
K,
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et on obtient tous calculs faits
1
4π
∫
|n|=1
E1 (n) d
2 n =
1
3
J+
2
15
K,
1
4π
∫
|n|=1
E4 (n) d
2 n =
√
2
3
J−
√
2
15
K,
1
4π
∫
|n|=1
E2 (n) d
2 n =
2
3
J+
1
15
K,
1
4π
∫
|n|=1
F (n) d2 n =
2
5
K,
1
4π
∫
|n|=1
E3 (n) d
2 n =
√
2
3
J−
√
2
15
K,
1
4π
∫
|n|=1
G (n) d2 n =
2
5
K.
A.2.3 Repre´sentation de Voigt
La direction d’anisotropie e´tant ici confondue avec la troisie`me direction e3 de la
base, les tenseurs de la base de Walpole s’e´crivent, en repre´sentation de Voigt,
E1 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


, 2E2 =


1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


,
√
2E3 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


,
√
2E4 =


0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


,
2F =


1 −1 0 0 0 0
−1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 2


, G =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0


.
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Annexe B
L’ope´rateur de Green d’ordre quatre
On s’inte´resse dans cette annexe au proble`me (1.9a) – (1.9d), dont la solution en
de´formation est donne´e formellement (par de´finition) par l’ope´rateur de Green d’ordre
quatre, dont on rappelle brie`vement quelques proprie´te´s. Il est ne´cessaire de distinguer
les domaines borne´s du milieu infini R3. Dans tous les cas, on traite ici des proble`mes
d’e´lasticite´ homoge`nes, le tenseur d’e´lasticite´ du milieu Ω e´tant note´ C0.
B.1 Ope´rateur de Green dans un milieu borne´
Dans ce paragraphe, le domaine Ω est borne´. Tous les the´ore`mes classiques de
l’e´lasticite´ line´aire (existence et unicite´ des solutions, the´ore`mes e´nerge´tiques, s’ap-
pliquent donc).
B.1.1 De´finitions
B.1.1.1 L’ope´rateur de Green d’ordre deux
L’ope´rateur de Green d’ordre quatre n’est autre que la de´rive´e seconde (convenable-
ment syme´trise´e) de l’ope´rateur de Green d’ordre deux, qu’il convient donc de de´finir.
Pour cela, on conside`re le champ de de´placement u (x) a` l’e´quilibre, lorsque le milieu Ω
est soumis a` une force ponctuelle F au point y. u est donc par de´finition la solution du
proble`me suivant
div [σ (x)] + δ (x− y) F = 0 (x ∈ Ω),
σ (x) = C0 : ε (x) (x ∈ Ω),
u (x) = 0 (x ∈ ∂Ω),
2εi j (x) = ∂iu j (x) + ∂ jui (x) (x ∈ Ω),
dont la line´arite´ permet de mettre u sous la forme
u (x) = G0 (x, y) · F,
G0 est l’ope´rateur de Green a` deux points, d’ordre deux, qui jouit des proprie´te´s sui-
vantes
G0 (x, y) = 0 (x ∈ ∂Ω, y ∈ Ω), (B.1a)
G0 (x, y) = G0 (y, x) (x, y ∈ Ω), (B.1b)
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(B.1a) re´sulte des conditions aux limites du proble`me e´le´mentaire, tandis que (B.1b) n’est
autre que le the´ore`me de Maxwell-Betti.
Le champ de de´placement a` l’e´quilibre dans le meˆme solide, soumis maintenant a`
une densite´ volumique de force f (y), et dont le bord est encastre´, a alors pour expression
(par superposition des solutions e´le´mentaires pre´ce´dentes)
u (x) =
∫
y∈Ω
G0 (x, y) · f (y) d3 y.
B.1.1.2 L’ope´rateur de Green d’ordre quatre
On s’inte´resse maintenant au champ de de´formation a` l’e´quilibre du solide Ω soumis
a` une pre´contrainte τ (y), et dont le bord est toujours encastre´. On cherche donc a`
re´soudre le proble`me suivant
div [σ (x)] = 0 (x ∈ Ω), (B.2a)
σ (x) = C0 : ε (x) + τ (x) (x ∈ Ω), (B.2b)
u (x) = 0 (x ∈ ∂Ω), (B.2c)
2εi j (x) = ∂iu j (x) + ∂ jui (x) (x ∈ Ω), (B.2d)
qui se distingue de celui conside´re´ au chapitre 1, (1.9a) – (1.9d) par les conditions
aux limites en de´placements (comparer les e´quations (1.9c) et (B.2c)). En posant f (y) =
divτ (y), on se rame`ne au proble`me pre´ce´dent, et le de´placement a donc pour expression
u (x) =
∫
y∈Ω
G0 (x, y) · divτ (y) d3 y,
soit, apre`s inte´gration par parties et utilisation du the´ore`me de Stokes
ui (x) = −
∫
y∈Ω
∂G0,ik
∂yl
(x, y) τkl (y) d
3 y
= −1
2
∫
y∈Ω
[
∂G0,ik
∂yl
(x, y) +
∂G0,il
∂yk
(x, y)
]
τkl (y) d
3 y,
la dernie`re e´galite´ re´sultant de la syme´trie du tenseur de polarisation τ . La de´formation
de´coule imme´diatement de ce qui pre´ce`de
εi j (x) = −
∫
y∈Ω
Γ0,i jkl (x, y) τkl (y) d
3 y, (B.3)
ou` l’on voit apparaıˆtre un ope´rateur a` deux points d’ordre quatre, de composantes
Γ0,i jkl (x, y) donne´es par
4Γ0,i jkl (x, y) =
∂2G0,ik
∂x j∂yl
(x, y) +
∂2G0,il
∂x j∂yk
(x, y) +
∂2G0, jk
∂xi∂yl
(x, y) +
∂2G0, jl
∂xk∂yk
(x, y) .
En re´alite´, les de´rivations pre´ce´dentes doivent eˆtre effectue´es avec prudence, du fait
de l’existence de singularite´s des ope´rateurs e´tudie´s lorsque x = y, et l’ope´rateur Γ0 ne
sera pas de´fini de cette fac¸on.
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L’expression (B.3) restant correcte (moyennant une re´gularisation approprie´e de
l’inte´grale), on de´finit l’ope´rateur de Green d’ordre quatre comme l’ope´rateur qui a` un
champ de polarisation τ (x) associe le champ de de´formation ε (x) solution du proble`me
polarise´ (B.2a) – (B.2d) par la relation
ε (x) = −
∫
y∈Ω
Γ0 (x, y) : τ (y) d
3 y = − (Γ ⊛τ) (x) .
B.1.2 Proprie´te´s
The´ore`me de Maxwell-Betti son application conduit a`
Γ0 (y, x) = Γ0 (x, y)
T .
Moyenne sur Ω des de´formations il re´sulte des conditions aux limites (B.2c) que
celle-ci est nulle. Autrement dit, pour tout champ de polarisation τ
Γ0 ⊛τ = 0.
Polarisation constante demeˆme, lorsque la polarisation est constante surΩ, la de´forma-
tion locale est nulle. En d’autre termes, pour tout champ τ constant dans Ω,
Γ0 ⊛τ = 0.
«Carre´» de l’ope´rateur de Green (Willis, 2001) soient τ et τ ′ deux champs de polari-
sation, et (u,ε,σ) et (u′,ε′,σ ′) les solutions du proble`me (B.2a) – (B.2d) associe´es a` ces
deux champs. On a alors
(Γ0 ⊛τ) : C0 : (Γ0 ⊛τ ′) = ε : C0 : ε′ = (σ − τ) : ε′ = σ : ε′ − τ : ε′,
en utilisant le lemme de Hill (Dormieux et coll., 2006) pour calculer le premier terme.
Compte-tenu de ce que ε′ = 0, et ε′ = −Γ0 ⊛τ ′, on obtient finalement
(Γ0 ⊛τ) : C0 : (Γ0 ⊛τ ′) = τ : (Γ0 ⊛τ ′), (B.4)
cette relation e´tant vraie quels que soient les champs de polarisation τ et τ ′.
B.2 Ope´rateur de Green dans un milieu infini
B.2.1 De´finitions
B.2.1.1 L’ope´rateur de Green d’ordre quatre
On suppose ici que le milieu est infini, mais que le champ de polarisation τ a un
support borne´ Ω. Le proble`me polarise´ (B.2a) – (B.2d) est alors remplace´ par
div [σ (x)] = 0 (x ∈ R3), (B.5a)
σ (x) = C0 : ε (x) + τ (x) (x ∈ R3), (B.5b)
u (x) → 0 (|x| → +∞), (B.5c)
2εi j (x) = ∂iu j (x) + ∂ jui (x) (x ∈ R3). (B.5d)
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De meˆme que pre´ce´demment, l’ope´rateur de Green a` deux points, d’ordre quatre,
note´ Γ∞0 , est de´fini comme l’ope´rateur associant au champ de polarisation a` support
borne´ τ , le champ de de´formation ε, solution du proble`me polarise´ (B.5a) – (B.5d), par
la relation
ε (x) = −
∫
y∈Ω
Γ
∞
0 (x− y) : τ (y) d3 y = − (Γ∞0 ∗ τ) (x) . (B.6)
Le domaine e´tant infini, l’ope´rateur de Green est invariant par translation (il ne
de´pend que de x− y). Aussi « ∗ » de´signe dans l’expression pre´ce´dente un ve´ritable
produit de convolution.
L’ope´rateur de Green est singulier a` l’origine, et il est ne´cessaire d’introduire une
re´gularisation pour donner un sens a` l’inte´grale (B.6). On peut en fait montrer (Torquato,
1997; Zaoui, 1998) que Γ∞0 (x− y) est la somme d’un terme singulier P0δ (x− y), ou` P0
est le tenseur de Hill d’une inclusion sphe´rique plonge´e dans le milieu infini C0, et d’un
terme re´gulier Γ˜
∞
0 (x− y), dont l’inte´gration s’entend au sens des valeurs principales
(Γ∞0 ∗ τ) (x) = P0 : τ (x) + lim
ε→0
∫
|y−x|≥ε
Γ˜
∞
0 (x− y) : τ (y) d3 y.
B.2.1.2 Expression analytique de la partie singulie`re
La partie singulie`re P0 de l’ope´rateur de Green d’ordre quatre n’est que le tenseur de
Hill relatif a` une inclusion sphe´rique, plonge´e dans le milieu infini de tenseur d’e´lasticite´
C0. Son expression est classique (voir par exemple Torquato, 1997; Dormieux et coll.,
2006)
P0 =
1
µ0 (1− ν0)
(
1− 2ν0
6
J+
4− 5ν
15
K
)
.
B.2.1.3 Expressions analytiques de la partie re´gulie`re
Expressions en notation indicielle Les composantes de la partie re´gulie`re de Γ˜
∞
0 sont
donne´es par (Torquato, 1997, e´quation (2.31), ou` l’on prendra garde a` la convention de
signe qui diffe`re de celle adopte´e ici)
16πµ0 (1− ν0) r3 Γ˜∞0,i jkl (r) = −δi jδkl + (1− 2ν0)
(
δikδ jl + δilδ jk
)
+ 3
(
δi jnknl + δklnin j
)
+ 3ν0
(
δikn jnl + δiln jnk + δ jkninl + δ jlnink
)− 15nin jnknl , (B.7)
en posant r = |r|, et n = r/r.
De´composition dans la base de Walpole (1984) Il est commode pour certaines appli-
cations de de´composer le tenseur Γ˜
∞
0 dans la base de Walpole (1984) associe´e a` n = r/ |r|.
On obtient sans difficulte´ l’expression compacte suivante
8πµ0 (1− ν0) r3 Γ˜∞0 (r) = −4 (1− ν0) E1 − 2ν0E2 +
√
2 (E3 + E4) + (1− 2ν0) F
+ (1+ ν0)G,
la de´finition des tenseurs E1, E2, E3, E4, F, G e´tant rappele´e au paragraphe A.2 de
l’annexe A.
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Repre´sentation de Voigt Si on choisit la troisie`me direction e3 = r/ |r|, alors la
repre´sentation de Voigt du tenseur Γ˜
∞
0 est tre`s simple
16πµ0 (1− ν0) r3Γ˜∞0 (r)
=


1− 4ν0 −1 2 0 0 0
−1 1− 4ν0 2 0 0 0
2 2 −8 (1− ν0) 0 0 0
0 0 0 2 (1+ ν0) 0 0
0 0 0 0 2 (1+ ν0) 0
0 0 0 0 0 2 (1− 2ν0)


B.2.2 Proprie´te´s
On tente d’e´tendre au milieu infini les proprie´te´s e´tablies pre´ce´demment pour
l’ope´rateur de Green dans un milieu borne´. Les de´veloppements qui suivent ne sont sans
doute pas originaux, mais sont peu rencontre´s dans la litte´rature concernant l’ope´rateur
de Green d’ordre quatre.
Comportement asymptotique de la de´formation On rappelle que le support de la
polarisation τ , note´ Ω, est borne´.L’origine e´tant ici place´e au centre de gravite´ de Ω,
on cherche un de´veloppement asymptotique de la de´formation ε (r) = − (Γ∞0 ∗ τ) (r)
« loin » de Ω, c’est-a`-dire pour |r| ≫ L, ou` L est une dimension caracte´ristique de Ω.
On constate tout d’abord que le point d’observation e´tant exte´rieur au support du
champ de polarisation, la partie singulie`re de l’ope´rateur de Green n’est pas active´e. De
plus, la partie singulie`re est inte´grable, et il n’est pas ne´cessaire de calculer la valeur
principale
(Γ∞0 ∗ τ) (r) =
∫
s∈Ω
Γ˜
∞
0 (r− s) : τ (s) d3 s.
Comme |s| ≪ |r|, on utilise un de´veloppement de Taylor de Γ˜∞0 au point r
Γ˜
∞
0 (r− s) = Γ˜∞0 (r)− si∂iΓ˜∞0 (r) +
sis j
2
∂2i jΓ˜
∞
0 (r) + · · · ,
soit, en inte´grant
(Γ∞0 ∗ τ) (r) = |Ω| Γ˜∞0 (r) : τ + ∂2i jΓ˜∞0 (r) :
∫
s∈Ω
sis j
2
τ (s) d3 s+ · · · ,
ou` la disparition du terme line´aire tient au fait que l’origine est place´e au centre de gravite´.
L’expression (B.7)montre que Γ˜
∞
0 se comporte en r
−3 (ou` r = |r|). Sa de´rive´e seconde se
comporte donc en r−5, et on obtient finalement le de´veloppement asymptotique cherche´
ε (r) = − (Γ∞0 ∗ τ) (r) = − |Ω| Γ˜∞0 (r) : τ +O
(
r−5
)
(r→ +∞).
On constate notamment que si l’inte´grale du champ de polarisation est nulle, alors le
champ de de´formation est inte´grable. Par ailleurs, pour tout champ de polarisation τ
[Γ∞0 ∗ (τ − τ)] (r) = O
(
r−5
)
(r→ +∞).
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Inte´grale des de´formations On suppose dans un premier temps que la re´sultante de
la polarisation est nulle. Posant alors ε = −Γ∞0 ∗ τ , on a
ε (r) = O
(
r−5
)
(r→ +∞),
et ε est inte´grable.
Par de´finition de l’ope´rateur de Green d’ordre quatre,ε ainsi construit est ge´ome´trique-
ment compatible ; autrement dit, il de´rive d’un champ de de´placement u, dont le com-
portement asymptotique est
u (r) = O
(
r−4
)
(r→ +∞).
Le champ ε e´tant inte´grable, on calcule son inte´grale sur une sphe`re dont le rayon R
tend vers l’infini ∫
r∈R3
ε (r) d3 r = lim
R→+∞
∫
|r|≤R
ε (r) d3 r,
soit, en remplac¸ant ε par son expression en fonction de u, et en appliquant la formule de
Stokes ∫
r∈R3
εi j (r) d
3 r = lim
R→+∞
∫
|n|=1
[
ui (Rn) n j + u j (Rn) ni
]
R2 d2 n,
et on constate que l’inte´grale est en O(R−2) : sa limite est nulle. On obtient donc finale-
ment, lorsque τ = 0, ∫
R3
ε (r) d3 r = −
∫
R3
(Γ∞0 ∗ τ) (r) d3 r = 0,
ou plus ge´ne´ralement, pour τ quelconque∫
R3
[Γ∞0 ∗ (τ − τ)] (r) d3 r = 0,
«Carre´ » de l’ope´rateur de Green comme pre´ce´demment, on conside`re deux champs
de polarisation τ et τ ′, tous deux de support borne´ contenu dans Ω. On pose alors
ε = −Γ∞0 ∗ τ , σ = C0 : ε+ τ , 2εi j = ∂iu j + ∂ jui, (B.8)
ε
′ = −Γ∞0 ∗ τ ′, σ ′ = C0 : ε′ + τ ′, 2ε′i j = ∂iu′j + ∂ ju′i , (B.9)
et on cherche a` calculer l’inte´grale∫
R3
(Γ∞0 ∗ τ) (r) : C0 :
(
Γ
∞
0 ∗ τ ′
)
(r) d3 r,
dont on constate tout d’abord qu’elle existe, puisque l’inte´grande est en O(r−6). En
utilisant (B.8) et (B.9), on met tout d’abord cette inte´grale sous la forme∫
R3
[σ (r)− τ (r)] : ε′ (r) d3 r =
∫
R3
σ (r) : ε′ (r) d3 r−
∫
R3
τ (r) : ε′ (r) d3 r,
la premie`re inte´grale e´tant absolument convergente puisque d’une part,σ (r) = C0 : ε (r)
pour r exte´rieur a` Ω, dont σ = O(r−3), et d’autre par ε′ (r) = O(r−3). Par ailleurs, le
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support de la deuxie`me inte´grale est Ω borne´. La premie`re inte´grale est en fait nulle. En
effet
∫
r∈R3
σ (r) : ε′ (r) d3 r = lim
R→+∞
∫
|r|≤R
σi j (r) ∂iu
′
j (r) d
3 r
= lim
R→+∞
∫
|r|≤R
∂i
[
σi j (r) u
′
j (r)
]
d3 r,
ou` l’on a exploite´ le fait queσ est auto-e´quilibre´ (∂iσi j = 0). On obtient donc∫
r∈R3
σ (r) : ε′ (r) d3 r = lim
R→+∞
R2
∫
|n|=1
σi j (Rn) u
′
j (Rn) ni d
2 n,
l’inte´grande est en O(R−5), la limite pre´ce´dente est donc nulle. En rassemblant les
re´sultats pre´ce´dents, on obtient donc finalement
∫
R3
(Γ∞0 ∗ τ) (r) : C0 :
(
Γ
∞
0 ∗ τ ′
)
(r) d3 r = −
∫
R3
τ (r) : ε′ (r) d3 r
=
∫
R3
τ (r) :
(
Γ
∞
0 ∗ τ ′
)
(r) d3 r. (B.10)
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Annexe C
Un sche´ma de Mori-Tanaka a` deux
e´chelles
On s’inte´resse dans cette annexe a` l’homoge´ne´isation d’un milieu dont les pores sont
constitue´s de deux populations (1 et 2) dont les e´chelles caracte´ristiques de taille (a1 et
a2, respectivement) sont se´pare´es. En d’autres termes, L de´signe la taille caracte´ristique
du volume e´le´mentaire de re´fe´rence, on se place dans une situation pour laquelle
a1 ≪ a2 ≪ L.
La se´paration des e´chelles est le seul cas ou` les sche´mas d’homoge´ne´isation classiques
permettent de prendre rigoureusement en compte un effet de taille. Ces sche´mas peuvent
en effet alors eˆtre applique´s deux fois successivement
– a` l’e´chelle me´soscopique (indice « m ») : homoge´ne´isation de la matrice solide
(phase 0) et du re´seau poreux constitue´ des plus petits pores (phase 1)
«m = 0+ 1 »,
– a` l’e´chelle macroscopique (indice «M ») : homoge´ne´isation de la matrice poreuse
ainsi obtenue (m) et du re´seau poreux constitue´ des plus gros pores (phase 2)
«M = m+ 2 = (0+ 1) + 2 ».
Ce cas extreˆme est inte´ressant car il permet d’estimer nume´riquement l’effet sur les
caracte´ristiques me´caniques macroscopiques de la polydispersite´ des pores. On pourra
ainsi ve´rifier que l’effet a` attendre sur les modules d’e´lasticite´ est assez faible, tandis
qu’il peut atteindre 25% pour les coefficients de Biot.
Dans ce chapitre, le sche´ma de Mori-Tanaka isotrope (Mori et Tanaka, 1973; Ben-
veniste, 1987) est utilise´ aux e´chelles me´so- et macroscopique. On commence donc
par rappeler les caracte´ristiques essentielles de ce sche´ma (paragraphe C.1). Les ca-
racte´ristiques e´lastiques (paragraphe C.2) et poroe´lastiques (paragraphe C.3) du milieu a`
deux e´chelles sont ensuite de´termine´es.
C.1 Le sche´ma de Mori-Tanaka
Dans cette section, les proprie´te´s essentielles du sche´ma de Mori et Tanaka (1973)
sont rappele´es en faisant re´fe´rence a` l’interpre´tation qui en est propose´e par Benveniste
(1987).
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On note ici ε0 (resp. ε1) la de´formation moyenne dans la phase solide (resp. dans les
pores) sous l’effet de la de´formation macroscopique εM. Le sche´ma de Mori et Tanaka
(1973) est obtenu en conside´rant que la de´formation moyenne ε1 du re´seau poreux est
confondue avec celle que connaıˆtrait un unique pore sphe´rique, plonge´ dans une matrice
solide homoge`ne dont la de´formation a` l’infini est ε0
(I− S0) : ε1 = ε0, (C.1)
ou` S0 = C0 : P0 de´signe le tenseur d’Eshelby associe´ a` une inclusion sphe´rique plonge´e
dans la matrice solide (C0 : raideur de la matrice solide, P0 : tenseur de Hill associe´ a`
une inclusion sphe´rique plonge´e dans la matrice solide).
La de´formation macroscopiqueεM e´tant par de´finition e´gale a` la moyenne volumique
des de´formations, on obtient la condition de fermeture suivante
(1−ϕ)ε0 +ϕε1 = εM,
ou`ϕ de´signe la porosite´ totale dumilieu. L’e´limination entre les deux dernie`res e´quations
de la de´formationε0 de la phase solide conduit a` la re`gle de localisation des de´formations
dans les pores
εM = [I− (1−ϕ) S0] : ε1. (C.2)
Par ailleurs, la contrainte macroscopique ΣM est e´gale a` la moyenne volumique des
contraintes locales
ΣM = (1−ϕ)C0 : ε0 = C0 : (εM −ϕε1) , (C.3)
soit, en combinant avec (C.2), et en e´crivant que contrainte et de´formation macrosco-
piques sont lie´es par la raideur macroscopique CM (ΣM = CM : εM)
CM = C0 :
{
I−ϕ [I− (1−ϕ) S0]−1
}
, (C.4)
la relation (C.1) permettant e´galement d’e´crire que
CM : εM = (1−ϕ)C0 : (I− S0) : ε1. (C.5)
Le coefficient de Biot est de´termine´ en calculant la variation ∆V1 du volume V1 des
pores sous l’effet de la de´formation macroscopique εM. Tout d’abord, par de´finition du
tenseur de de´formation
∆V1
V1
= trε1 = i : [I− (1−ϕ) S0]−1 : εM,
d’ou` l’on de´duit, en notant V le volume total du volume e´le´mentaire de re´fe´rence
∆V1
V
=ϕ
∆V1
V1
=ϕ i : [I− (1−ϕ) S0]−1 : εM = BM : εM,
en introduisant le tenseur (d’ordre deux) BM de Biot de´fini par la relation
BM =ϕ i : [I− (1−ϕ) S0]−1 ,
dont la comparaison avec l’e´quation (C.4) montre que
BM = i :
(
I− C−10 : CM
)
. (C.6)
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Lorsque la matrice solide et la distribution des pores sont isotropes, le milieu ho-
moge´ne´ise´ est lui-meˆme isotrope, et les expressions classiques du tenseur d’Eshelby
(Dormieux et coll., 2006) conduisent a`
κM = KMT (ϕ,κ0,µ0) , µM = GMT (ϕ,κ0,µ0) ,
ou` κ0 (resp. µ0) de´signe le module de compression (resp. de cisaillement) de la matrice,
et κM (resp. µM) le module de compression (resp. de cisaillement) homoge´ne´ise´. Les
fonctions KMT et GMT sont par ailleurs donne´es par
KMT (ϕ,κ0,µ0) = 2 (1−ϕ) (d− 1)κ0µ0
ϕdκ0 + 2 (d− 1)µ0 , (C.7a)
GMT (ϕ,κ0,µ0) = (
1−ϕ) [d2κ0 + 2 (d2 − d− 2)µ0]µ0
dκ0 (2ϕ+ d) + 2µ0 (2dϕ+ d2 − d− 2) , (C.7b)
ou` d vaut 3 en e´lasticite´ tridimensionnelle, et 2 en de´formations planes. La relation (C.6)
s’e´crit quant a` elle
BM = bM i, bM = 1− κM
κ0
. (C.8)
C.2 Caracte´ristiques e´lastiques du milieu poreux a` deux
e´chelles
Les caracte´ristiques macroscopiques d’un milieu poreux a` deux e´chelles se de´duisent
aise´ment des relations (C.7a) et (C.7b). Dans ce qui suit, on noteϕ la porosite´ totale, etαϕ
la fraction volumique occupe´e par les petits pores de la phase 1. La fraction volumique
occupe´e par les grands pores est alors e´gale a` (1−α)ϕ.
On effectue une premie`re homoge´ne´isation a` l’e´chelle me´soscopique (indice «m »)
des petits pores plonge´s dans la matrice solide
κm = KMT (ϕm,κ0,µ0) , µm = GMT (ϕm,κ0,µ0) , (C.9)
ou`ϕm est la porosite´ a` l’e´chelle me´soscopique
ϕm =
αϕ
1− (1−α)ϕ . (C.10)
Les caracte´ristiques me´caniques macroscopiques sont alors obtenues en conside´rant
que les gros pores sont plonge´s dans une matrice homoge`ne, de module de compression
κm et de cisaillement µm
κM = KMT (ϕM,κm,µm) , µM = GMT (ϕM,κm,µm) , (C.11)
ou`ϕM = (1−α)ϕ est la fraction volumique occupe´e par les pores les plus gros.
Les relations (C.7a), (C.7b), (C.9), (C.10) et (C.11) de´finissent comple`tement les mo-
dules d’e´lasticite´ macroscopiques du milieu poreux a` deux e´chelles conside´re´ ici. L’ana-
lyse en est toutefois poursuivie ci-apre`s, car elle conduit a` des re´sultats analytiques
inte´ressants.
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Soient ε0, ε1, ε2 et εm les de´formations moyennes dans la phase solide, les petits
pores, les gros pores et le milieu homoge´ne´ise´ a` l’e´chelle me´soscopique respectivement,
sous l’effet de la de´formation macroscopique εM.
En e´crivant d’une part (C.1) a` l’e´chelle macroscopique, et d’autre part (C.2) a` l’e´chelle
me´soscopique, on obtient
εm = (I− Sm)ε2,
εm = [I− (1−ϕm) S0] : ε1,
ou` Sm de´signe le tenseur d’Eshelby relatif a` une inclusion sphe´rique, plonge´e dans le
milieu homoge´ne´ise´ m. On en de´duit la relation suivante
ε2 = (I− Sm)−1 : [I− (1−ϕm) S0] : ε1,
qui lie la de´formation dans les gros pores a` la de´formation dans les petits pores. Lorsque
toutes les phases sont isotropes, la relation pre´ce´dente s’e´crit
ε2 = [(1+ϕmη) J+ (1+ϕmδ)K] : ε1, (C.12)
ou`
η = 5
1+ ν0
7− 5ν0 , δ =
10 (1+ ν0) (4− 5ν0)ϕm + 65ν20 − 98ν0 + 53
2 (1+ ν0) (19− 20ν0)ϕm + (7− 5ν0)2
,
en e´lasticite´ tridimensionnelle, et η = δ = 2 en de´formations planes. Dans les deux cas,
on a η, δ > 0 ; en d’autres termes, les gros pores se de´forment plus que les petits pores.
On peut tirer de (C.12) une expression explicite des proprie´te´s e´lastiques macrosco-
piques CM du milieu poreux a` deux e´chelles. En effet, l’application a` l’e´chelle me´sosco-
pique de la relation (C.5), et a` l’e´chelle macroscopique de la relation (C.3) conduit a`
Cm : εm = (1−ϕm)C0 : (I− S0) : ε1, (C.13a)
CM : εM = (1−ϕM)Cm : εm, (C.13b)
d’ou` l’on de´duit
CM : εM = (1−ϕM) (1−ϕm)C0 : (I− S0) : ε1 = (1−ϕ)C0 : (I− S0) : ε1,
soit
ε1 =
1
1−ϕ (I− S0)
−1 : C−10 : CM : εM. (C.14)
Par ailleurs
CM : εM = (1−ϕ)C0 : ε0 = C0 : [εM −αϕε1 − (1−α)ϕε2] ,
d’ou`, en inse´rant (C.12)
C−10 : CM : εM = εM −ϕ {[1+ (1−α)ϕmη] J+ [1+ (1−α)ϕmδ]K} : ε1,
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puis (C.14)
C−10 : CM = I−
ϕ
1−ϕ {[1+ (1−α)ϕmη] J+ [1+ (1−α)ϕmδ]K}
: (I− S0)−1 : C−10 : CM,
soit finalement
C−10 : CM =
{
I+
ϕ
1−ϕ {[1+ (1−α)ϕmη] J+ [1+ (1−α)ϕmδ]K} : (I− S0)
−1
}−1
.
La relation pre´ce´dente s’e´crit, en projections sphe´rique (le long de J) et de´viatorique
(le long de K)
κM = κ0
{
1+
3
2
ϕ
1−ϕ
1− ν0
1− 2ν0 [1+ (1−α)ϕmη]
}−1
,
µM = µ0
{
1+ 15
ϕ
1−ϕ
1− ν0
7− 5ν0 [1+ (1−α)ϕmδ]
}−1
,
en e´lasticite´ tridimensionnelle, et
κM = κ0
{
1+ 2
ϕ
1−ϕ
1− ν0
1− 2ν0 [1+ (1−α)ϕmη]
}−1
,
µM = µ0
{
1+ 4
ϕ
1−ϕ (1− ν0) [1+ (1−α)ϕmδ]
}−1
,
en de´formations planes.
C.3 Caracte´ristiques poro-e´lastiques du milieu poreux a` deux
e´chelles
On se restreint ici au seul calcul des coefficients de Biot b1 et b2, relatifs aux petits et
gros pores respectivement. On a tout d’abord e´videmment, d’apre`s (C.8)
b2 = 1− κM
κm
.
Pour calculer b1, on estime la variation ∆V1 du volume occupe´ par les petits pores,
sous l’effet de la de´formation macroscopique εM (on notera respectivement V, V0, V1 et
V2 le volume total, le volume occupe´ par le solide, le volume occupe´ par les petits pores
et le volume occupe´ par les gros pores). On a tout d’abord, en introduisant le coefficient
de Biot me´soscopique bm
∆V1
V0 +V1
= bm trεm, bm = 1− κm
κ0
,
par ailleurs, d’apre`s (C.13b)
εm =
1
1−ϕMC
−1
m : CM : εM,
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soit
∆V1
V0 +V1
=
bm
1−ϕM i : C
−1
m : CM : εM =
bm
1−ϕM
κM
κm
trεM,
or
ϕM =
V2
V
=
V −V0 −V1
V
= 1− V0 +V1
V
,
d’ou` l’on de´duit finalement
∆V1
V
= bm
κM
κm
trεM, soit b1 =
κM
κm
bm =
κM
κm
(
1− κm
κ0
)
,
et on ve´rifie bien ainsi que b1 + b2 = 1−κM/κ0.
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Annexe D
Comple´ments sur la me´thode des
inclusions polarise´es
D.1 Me´thodes des inclusions polarise´s d’ordre supe´rieur
D.1.1 Polarisation affine par inclusion – la me´thode PIM1
D.1.1.1 Equations ge´ne´rales aux polarisations
Dans la me´thode PIM1, on adopte un champ de polarisation de la forme (2.32), ou`
les parame`tres libres sont les valeurs moyennes τα de la polarisation dans chaque
inclusion, les composantes de son gradient ∇kτα, ainsi que la polarisation de la matrice
τm. Les e´quations satisfaites par ces inconnues sont obtenues en inse´rant (2.32) dans la
fonctionnelleH (1.14) de Hashin et Shtrikman, qui est ensuite optimise´e.
Dans ce qui suit, chaque terme de la fonctionnelle H est e´value´ se´pare´ment, en
constatant tout d’abord que la moyenne volumique τ du champ de polarisation est
simplement donne´e par (les inclusions e´tant rapporte´es a` leur centre de gravite´)
τ = fmτm +
N
∑
α=1
fατα , (D.1)
tandis que
τ : (C− C0)−1 : τ = fmτm : (Cm − C0)−1 : τm
+
N
∑
α=1
fα
[
τα : (Cα − C0)−1 : τα + Ikl,α∇kτα : (Cα − C0)−1 : ∇lτα
]
, (D.2)
ou` l’on a fait apparaıˆtre l’inertie re´duite Ikl,α de l’inclusionα, de´finie par la relation (2.34)
(noter la normalisation de Ikl,α par le volume de l’inclusion |Ωα|). Il reste finalement a`
calculer le terme τ : (Γ0 ⊛τ), en remarquant que
τ : (Γ0 ⊛τ) = (τ − τm) : [Γ0 ⊛ (τ − τm)],
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soit, tous calculs faits
τ : (Γ0 ⊛τ) =
N
∑
α=1
N
∑
β=1
[(τα − τm) : Aαβ : (τβ − τm) +∇kτα : Ak,αβ : (τβ − τm)
+ (τα − τm) : A′l,αβ : ∇lτβ +∇kτα : Akl,αβ : ∇lτβ
]
,
ou` Aαβ est de´fini par (2.3), et
Ak,αβ =
1
|Ω|
∫
x,y∈Ω
(xk − xk,α) χα (x− xα) χβ (y− xβ) Γ0 (x, y) d3 x d3 y, (D.3a)
A′l,αβ =
1
|Ω|
∫
x,y∈Ω
(yl − xl,β) χα (x− xα) χβ (y− xβ) Γ0 (x, y) d3 x d3 y, (D.3b)
Akl,αβ =
1
|Ω|
∫
x,y∈Ω
(xk − xk,α) (yl − xl,β) χα (x− xα) χβ (y− xβ) Γ0 (x, y) d3 x d3 y.
(D.3c)
avec la proprie´te´ e´vidente
A′l,αβ = A
T
l,βα , et A
T
kl,αβ = Alk,βα ,
soit
(τα − τm) : A′l,αβ : ∇lτβ = ∇lτβ : Al,βα : (τα − τm) ,
et finalement
τ : (Γ0 ⊛τ) =
N
∑
α,β=1
[(τα − τm) : Aαβ : (τβ − τm) + 2∇kτα : Ak,αβ : (τβ − τm)
+∇kτα : Akl,αβ : ∇lτβ] . (D.4)
Rassemblant (D.1), (D.2) et (D.4), on obtient finalement l’expression suivante de la
fonctionnelle d’Hashin et Shtrikman (1962), qui est maintenant une fonction des 4N + 1
tenseurs τα, ∇lτβ et τm
H (τα ,∇lτβ,τm) = fmτm : E+
N
∑
α=1
fατα : E− 1
2
fmτm : (Cm − C0)−1 : τm
− 1
2
N
∑
α=1
fα
[
τα : (Cα − C0)−1 : τα + Ikl,α∇kτα : (Cα − C0)−1 : ∇lτα
]
− 1
2
N
∑
α=1
N
∑
β=1
[(τα − τm) : Aαβ : (τβ − τm) + 2∇kτα : Ak,αβ : (τβ − τm)
+∇kτα : Akl,αβ : ∇lτβ] . (D.5)
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L’optimisation de cette fonctionnelle conduit alors aux conditions de stationnarite´
suivantes, qui remplacent les e´quations (2.6a) et (2.6b)
fm (Cm − C0)−1 : τm −
N
∑
α=1
N
∑
β=1
Aαβ : (τβ − τm)−
N
∑
α=1
N
∑
β=1
ATl,βα : ∇lτβ = fmE, (D.6a)
fα (Cα − C0)−1 : τα +
N
∑
β=1
Aαβ : (τβ − τm) +
N
∑
β=1
ATl,βα : ∇lτβ = fαE, (D.6b)
fα Ikl,α (Cα − C0)−1 : ∇lτα +
N
∑
β=1
Ak,αβ : (τβ − τm) +
N
∑
β=1
Akl,αβ : ∇lτβ = 0, (D.6c)
la valeur deH e´tant donne´e parH = τ : E/2 lorsque ces conditions sont remplies.
Les de´finitions (D.3a) et (D.3c) font intervenir l’ope´rateur de Green Γ0 exact du
domaine Ω. Cet ope´rateur n’e´tant ge´ne´ralement pas connu, on se place dans l’approxi-
mation (1.32). On a alors
Ak,αβ = fα fβ |Ω|Tk,αβ(xβ − xα), Akl,αβ = fα fβ |Ω|Tkl,αβ (xβ − xα) , (D.7)
les tenseurs Tk,αβ et Tkl,αβ e´tant de´finis par (2.35a) et (2.35b) respectivement. Pour
de´montrer les relations (D.7), il suffit de calculer le terme τ : (Γ0 ⊛τ) en introduisant
l’aproximation (1.32)
τ : (Γ0 ⊛τ) = (τ − τm) : [Γ0 ⊛ (τ − τm)]
≃ (τ − τm) : [Γ∞0 ∗ (τ − τm)]− τ − τm : PΩ : τ − τm
=
N
∑
α=1
N
∑
β=1
1
|Ω|
∫
x,y∈Ω
{χα (x− xα) [τα − τm + (xk − xk,α)∇kτα]}
: Γ∞0 (x− y) : {χβ (x− xβ) [τβ − τm + (xl − xl,β)∇lτβ]} d3 x d3 y
−
N
∑
α=1
N
∑
β=1
fα fβ (τα − τm) : PΩ : (τβ − τm) .
En de´veloppant l’expression pre´ce´dente, et en identifiant avec (D.4), on obtient
bien les relations (D.7) annonce´es. Les expressions analytiques des tenseurs Tk,αβ (r) et
Tkl,αβ (r) ont e´te´ e´tablies pour des inclusions sphe´riques (e´lasticite´ tridimensionnelle)
et circulaires (de´formations planes) ; elles sont rassemble´es aux paragraphes D.2 et D.3.
L’assemblage et la re´solution nume´rique du syste`me line´aire (D.6a), (D.6b), (D.6c) ne
pose alors aucune difficulte´.
D.1.1.2 Estimation des de´formations
Il a de´ja` e´te´ mentionne´ au paragraphe 2.1.1.3 qu’une estimation naturelle des de´forma-
tions locales e´tait donne´e par la relation (2.8). En inse´rant l’expression ge´ne´rale (2.32)
du champ de polarisation dans la me´thode PIM1, on obtient alors (2.37). L’objet de ce
paragraphe est de montrer que cette relation conduit a` des expression tre`s simples de la
de´formation moyenne, et du gradient de de´formation dans l’inclusion.
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D’une part, la de´formation moyenne est donne´e par (2.9), la de´monstration e´tant tre`s
semblable a` celle du paragraphe (2.1.1.3). D’autre part, si la de´formation locale est affine
dans l’inclusionα, c’est-a`-dire
ε (x) = εα + (xk − xk,α)∇kεα ,
alors on a ∫
x∈Ωα
(xk − xk,α)ε (x) d3 x = |Ωα| Ikl,α∇lεα .
Ainsi, dans le cas ge´ne´ral ou` ε (x) n’est pas affine, l’inte´grale pre´ce´dente peut eˆtre
utilise´e pour de´finir une estimation du gradient des de´formations au sein de l’inclusion.
Or, lorsque ε est donne´ par (2.37), cette inte´grale s’e´crit
|Ωα| Ikl,α∇lεα =
∫
x∈Ωα
(xk − xk,α){
E−
N
∑
β=1
∫
y∈Ωβ
Γ0 (x, y) : [τβ − τm + (yl − xl,β)∇lτβ] d3 y
}
d3 x,
= − |Ω|
N
∑
β=1
[Ak,αβ : (τβ − τm) +Akl,αβ : ∇lτβ] ,
= fα |Ω| Ikl,α (Cα − C0)−1 : ∇lτα ,
en utilisant (D.6c). Le tenseur d’inertie Ikl,α e´tant syme´trique, de´fini positif (donc inver-
sible), on en de´duit l’estimation (2.38) du gradient de de´formation dans l’inclusion α,
qui est conforme a` l’intuition.
D.1.2 Polarisation quadratique par morceaux – Un exemple
On s’inte´resse ici a` la re´solution par la me´thode des inclusions polarise´es du proble`me
de la figure 2.1, le champ de polarisation, quadratique par inclusion, e´tant maintenant
donne´ par la relation (2.39). Il s’agit donc d’e´valuer la fonctionnelle de Hashin et Shtrik-
man (1.14) pour ce champ de polarisation, chaque terme e´tant traite´ se´pare´ment. On
obtient successivement
1
2 fi
τ = τ i +
a2
8
(
∇211τ i +∇222τ i
)
, (D.8)
puis
1
2 fi
τ : (Ci − Cm)−1 : τ = τ i : (Ci − Cm)−1 : τ i + a
2
4
τ i : (Ci − Cm)−1 :
(
∇211τ i +∇222τ i
)
+
a2
4
∇1τ i : (Ci − Cm)−1 : ∇1τ i + a
4
32
∇211τ i : (Ci − Cm)−1 : ∇211τ i
+
a4
48
∇211τ i : (Ci − Cm)−1 : ∇222τ i +
a4
32
∇222τ i : (Ci − Cm)−1 : ∇222τ i (D.9)
tandis que le terme faisant intervenir l’ope´rateur de Green est de´compose´ en deux
τ : (Γm⊛τ) = 2 fi (P + vT )− τ : P : τ ,
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avec v = |Ω1| = |Ω2|, et
P = 1
2v
∫
x,y∈Ω1
τ (x) : Γ∞m (x− y) : τ (y) d2 y d2 x+
1
2v
∫
x,y∈Ω2
τ (x) : Γ∞m (x− y) : τ (y) d2 y d2 x,
T = 1
v2
∫
x∈Ω1
∫
y∈Ω2
τ (x) : Γ∞m (x− y) : τ (y) d2 y d2 x.
D’une part
P = τ i : P0000 : τ i +∇211τ i : P2000 : τ i +∇222τ i : P0200 : τ i +∇1τ i : P1010 : ∇1τ i
+ 14∇211τ i : P2020 : ∇211τ i + 12∇211τ i : P2002 : ∇222τ i + 14∇222τ i : P0202 : ∇222τ i, (D.10)
ou` l’on a introduit les tenseurs de Hill ge´ne´ralise´s
Pp1p2q1q2 =
1
v
∫
|x|≤a
∫
|y|≤a
x
p1
1 x
p2
2 y
q1
1 y
q2
2 Γ
∞
0 (y− x) d2 y d2 x,
dont les expressions pour des disques sont pre´cise´es au paragraphe D.2.1.1. On remarque
notamment
P2000 = P0200 =
a2
4
P.
D’autre part
T = 1
v2
∫
|x|≤a
∫
|y|≤a
(
τ i + x1∇1τ i + x
2
1
2
∇211τ i +
x22
2
∇222τ i
)
: Γ (y− x+ r)
:
(
τ i − y1∇1τ i + y1
2
2
∇211τ i +
y2
2
2
∇222τ i
)
d2 y d2 x,
soit, en de´veloppant
T = τ i : T0000 (r) : τ i − τ i : T0010 (r) : ∇1τ i + 12τ i : T0020 (r) : ∇211τ i + 12τ i : T0002 (r) : ∇222τ i
+∇1τ i : T1000 (r) : τ i −∇1τ i : T1010 (r) : ∇1τ i + 12∇1τ i : T1020 (r) : ∇211τ i
+ 12∇1τ i : T1002 (r) : ∇222τ i + 12∇211τ i : T2000 (r) : τ i − 12∇211τ i : T2010 (r) : ∇1τ i
+ 14∇211τ i : T2020 (r) : ∇211τ i + 14∇211τ i : T2002 (r) : ∇222τ i + 12∇222τ i : T0200 (r) : τ i
− 12∇222τ i : T0210 (r) : ∇1τ i + 14∇222τ i : T0220 (r) : ∇211τ i + 14∇222τ i : T0202 (r) : ∇222τ i,
ou` l’on a pose´
Tp1p2q1q2 (r) =
1
v2
∫
|x|≤a
∫
|y|≤a
x
p1
1 x
p2
2 y
q1
1 y
q2
2 Γ
∞
0 (y− x+ r) d2 x d2 y,
avec les proprie´te´s imme´diates
Tq1q2p1p2 (r) = Tp1p2q1q2 (−r) , Tp1p2q1q2 (−r) = (−1)p1+p2+q1+q2 Tp1p2q1q2 (r) ,
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cette dernie`re re´sultant de la syme´trie centrale des inclusions circulaires. Les notations
pre´ce´dentes diffe`rent le´ge`rement des notations (2.14), (2.35a) et (2.35b) ; on a ne´anmoins
T12 (r) = T
0000 (r) , T1,12 (r) = T
1000 (r) , T2,12 (r) = T
0100 (r) ,
T11,12 (r) = T
1010 (r) , T12,12 (r) = T
1001 (r) , T22,12 (r) = T
0101 (r) ,
et T se simplifie finalement
T = τ i : T0000 (r) : τ i + 2∇1τ i : T1000 (r) : τ i +∇211τ i : T2000 (r) : τ i
+∇222τ i : T0200 (r) : τ i −∇1τ i : T1010 (r) : ∇1τ i +∇1τ i : T1020 (r) : ∇211τ i
+∇1τ i : T1002 (r) : ∇222τ i + 14∇211τ i : T2020 (r) : ∇211τ i + 12∇211τ i : T2002 (r) : ∇222τ i
+ 14∇222τ i : T0202 (r) : ∇222τ i. (D.11)
En rassemblant les re´sultats (D.8), (D.9), (D.10) et (D.11), on obtient l’expression
cherche´e de la fonctionnelleH de Hashin et Shtrikman, qu’il est commode d’e´crire sous
forme matricielle (en notation de Voigt). Ainsi, en notant X le vecteur-colonne forme´ en
juxtaposant les repre´sentations de Voigt des quatre tenseurs inconnus τ i,∇1τ i,∇211τ i
et ∇222τ i, H se met sous la forme (D.3c), en posant (chaque bloc des matrices ci-apre`s
correspond a` la repre´sentation de Voigt du tenseur)
E =


E
0
a2
8 E
a2
8 E


, T =


T0000 T1000 12T
2000 1
2T
0200
T1000 −T1010 12T1020 12T1002
1
2T
2000 1
2T
1020 1
4T
2020 1
4T
2002
1
2T
0200 1
2T
1002 1
4T
2002 1
4T
0202


, Q =


P 0 a
2
8 P
a2
8 P
0 0 0 0
a2
8 P 0
a4
64P
a4
64P
a2
8 P 0
a4
64P
a4
64P


,
(D.12)
et (en notant provisoirement ∆C = Ci − Cm)
L =


∆C−1 + P 0 a
2
8 ∆C
−1 + a
2
8 P
a2
8 ∆C
−1 + a
2
8 P
0 a
2
4 ∆C
−1 + P1010 0 0
a2
8 ∆C
−1 + a28 P 0
a4
32∆C
−1 + 14P
2020 a4
96∆C
−1 + 14P
2002
a2
8 ∆C
−1 + a28 P 0
a4
96∆C
−1 + 14P
2002 a4
32∆C
−1 + 14P
0202


.
(D.13)
D.2 Tenseurs d’influence en e´lasticite´ bidimensionnelle
Dans ce paragraphe sont pre´sente´s les re´sultats de quelques calculs de tenseurs
d’influence, en e´lasticite´ bidimensionnelle (de´formations planes). Les me´thodes utilise´es
pour conduire ces calculs sont de´crites au paragraphe 2.4.3.
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D.2.1 Inclusions circulaires
D.2.1.1 Calcul des tenseurs de Hill ge´ne´ralise´s
Ωα de´signant le domaine occupe´ par l’inclusion circulaire, de rayon aα et centre´e a`
l’origine, on souhaite calculer dans ce paragraphe les tenseurs de la forme
P
p1p2q1q2
α =
1
|Ωα|
∫
x,y∈Ωα
x
p1
1 x
p2
2 y
q1
1 y
q2
2 Γ
∞
0 (y− x) d2 y d2 x,
ou` p1, p2, q1, q2 sont des entiers. On remarque que P
0000
α est confondu avec le tenseur de
hill P0 du disque.
Examinons tout d’abord le cas ou` p1 + p2 + q1 + q2 = 1 on a imme´diatement
∫
x,y∈Ωα
xkΓ
∞
0 (y− x) d2 y d2 x =
∫
x∈Ωα
xk
∫
y∈Ωα
Γ
∞
0 (y− x) d2 y d2 x
=
(∫
x∈Ωα
xk d
2 x
)
P0 = 0,
en appliquant le the´ore`me d’Eshelby (1957) et en tenant compte de ce que l’origine est
place´e au centre de gravite´ de l’inclusion. On en de´duit donc imme´diatement
P1000α = P
0100
α = P
0010
α = P
0001
α = 0,
ainsi que
Tk,α (0) = 0,
ces derniers tenseurs e´tant de´finis par (2.35a).
Examinons ensuite le cas ou` p1 + p2 = 1 et q1 + q2 = 1 qui correspond au calcul des
tenseurs Tkl (0) de´finis par (2.35b). Afin d’e´liminer la singularite´ en x = y, on inte`gre en
coordonne´es polaires centre´es au point x, en posant
y = x+ sn, x = r (cosθe1 + sinθe2) , n = cos (θ+ϕ) e1 + sin (θ+ϕ) e2. (D.14)
Lorsque le point courant x ∈ Ωα est fixe´, l’ensemble des points parcourus par sn est
tel que 0 ≤ s ≤ S (r,ϕ), ou` 0 ≤ ϕ ≤ 2π et S (r,ϕ) est la racine positive de l’e´quation
|x+ Sn| = a, soit
S (r,ϕ) = −r cosϕ+
√
a2 − r2 sin2ϕ.
et des conside´rations de parite´/pe´riodicite´ permettent de montrer simplement que
∫ 2π
0
S (r,ϕ) cosϕ dϕ = −πr,
∫ 2π
0
S (r,ϕ) sinϕ dϕ = 0, (D.15)
ainsi que ∫ 2π
0
S (r,ϕ) cos 3ϕ dϕ =
∫ 2π
0
S (r,ϕ) sin 3ϕ dϕ = 0, (D.16)
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et finalement
∫ 2π
0
S (r,ϕ)2 dϕ = 2πa2,
∫ 2π
0
S (r,ϕ)2 cos 2ϕ dϕ = πr2,
∫ 2π
0
S (r,ϕ)2 sin 2ϕ dϕ = 0. (D.17)
En vue d’appliquer le changement de variables (D.14), on fait apparaitre yl − xl dans
l’expression (2.35b),
Tkl,α (0) =
1
|Ωα|2
∫
x,y∈Ωα
xk (yl − xk) Γ∞0 (y− x) d2 y d2 x
+
1
|Ωα|2
∫
x∈Ωα
xkxl
∫
y∈Ωα
Γ
∞
0 (y− x) d2 y d2 x.
Dans le premier terme, seule la partie re´gulie`re Γ˜
∞
0 de l’ope´rateur de Green intervient,
tandis que le the´ore`me d’Eshelby (1957) s’applique au second terme
Tkl,α (0) =
1
|Ωα|2
∫
x,y∈Ωα
xk (yl − xk) Γ˜∞0 (y− x) d2 y d2 x+
δkl
4π
P0,
soit, en effectuant le changement de variables (D.14)
Tkl,α (0) =
1
|Ωα|2
∫ 2π
0
dθ
∫ a
0
d r
∫ 2π
0
dϕ
∫ S(r,ϕ)
0
rs2xknl Γ˜
∞
0 (sn) d s +
δkl
4π
P0,
comme Γ˜
∞
0 (sn) = s
−2
Γ˜
∞
0 (n), l’inte´gration en s est imme´diate
Tkl,α (0) =
1
|Ωα|2
∫ 2π
0
dθ
∫ a
0
d r
∫ 2π
0
rS (r,ϕ) xknl Γ˜
∞
0 (n) dϕ+
δkl
4π
P0.
En remplac¸ant n par son expression (D.14), on peut facilement inte´grer en θ. On
ve´rifie alors que le re´sultat ne contient que des termes line´aires en cosϕ et sinϕ.
L’inte´gration en ϕ est donc imme´diate graˆce aux relations (D.15) et on obtient fina-
lement a` l’aide d’un logiciel de calcul symbolique (notation de Voigt)
T11,α (0) =
1
64πµ0 (1− ν0)

7− 12ν0 −1 0−1 3− 4ν0 0
0 0 6− 8ν0

 ,
T12,α (0) =
√
2 (1− 2ν0)
64πµ0 (1− ν0)

0 0 10 0 1
1 1 0

 ,
T22,α (0) =
1
64πµ0 (1− ν0)

3− 4ν0 −1 0−1 7− 12ν0 0
0 0 6− 8ν0

 ,
ainsi que
P1010α = πa
2
αT11 (0) , P
1001
α = πa
2
αT12 (0) , P
0110
α = πa
2
αT12 (0) , P
0101
α = πa
2
αT22 (0) .
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Examinons finalement le cas ou` p1 + p2 = 2, q1 + q2 = 2, p1 6= 1, q1 6= 1 on doit alors
calculer des tenseurs de la forme∫
x,y∈Ωα
x2k yl
2
Γ
∞
0 (y− x) d2 y d2 x.
En utilisant la meˆme me´thode que pre´ce´demment pour traiter la singularite´ en x = y,
on a tout d’abord∫
x2k yl
2
Γ
∞
0 (y− x) d2 y d2 x =
∫
x∈Ωα
x2k
∫
y∈Ωα
(yl − xl)2 Γ˜∞0 (y− x) d2 y d2 x
+ 2
∫
x∈Ωα
x2kxl
∫
y∈Ωα
(yl − xl) Γ˜∞0 (y− x) d2 y d2 x+
(∫
x∈Ωα
x2kx
2
l
)
P0,
soit, en effectuant le changement de variables (D.14), et en inte´grant par rapport a` s
∫
x2k yl
2
Γ
∞
0 (y− x) d2 x d2 y =
1
2
∫ 2π
0
dθ
∫ a
0
d r
∫ 2π
0
rS (r,ϕ)2 x2kn
2
l Γ˜
∞
0 (n) dϕ
+ 2
∫ 2π
0
dθ
∫ a
0
d r
∫ 2π
0
rS (r,ϕ) x2kxlnl Γ˜
∞
0 (n) dϕ+
(∫
x2kx
2
l
)
P0.
Dans la premie`re inte´grale, on inte`gre d’abord par rapport a` θ. On montre que le
re´sultat ne contient que des termes constants et line´aires en cos 2ϕ et sin 2ϕ, et les
relations (D.17) s’appliquent. Tous calculs faits
1
2
∫
rS2x21n
2
1Γ˜
∞
0 (n) dϕ d r dθ =
πa6α
768µ0 (1− ν0)

32ν0 − 17 1 01 15− 32ν0 0
0 0 2

 ,
1
2
∫
rS2x21n
2
2Γ˜
∞
0 (n) dϕ d r dθ =
πa6α
768µ0 (1− ν0)

9− 16ν0 −1 0−1 16ν0 − 7 0
0 0 −2

 ,
1
2
∫
rS2x22n
2
2Γ˜
∞
0 (n) dϕ d r dθ =
πa6α
768µ0 (1− ν0)

15− 32ν0 1 01 32ν0 − 17 0
0 0 2

 .
La seconde inte´grale se calcule de la meˆme fac¸on que pre´ce´demment. On inte`gre la`
encore par rapport a` θ, et on observe que le re´sultat ne contient que des termes line´aires
en cosϕ, sinϕ, cos 3ϕ, sin 3ϕ, dont l’inte´grale est obtenue par les relations (D.15), et
(D.16)
2
∫
rSx31n1Γ˜
∞
0 (n) dϕ d r dθ =
πa6α (1− 2ν0)
32µ0 (1− ν0)

1 0 00 −1 0
0 0 0

 ,
2
∫
rSx21x2n2Γ˜
∞
0 (n) dϕ d r dθ =
πa6α (1− 2ν0)
96µ0 (1− ν0)

−1 0 00 1 0
0 0 0

 ,
2
∫
rSx32n2Γ˜
∞
0 (n) dϕ d r dθ =
πa6α (1− 2ν0)
32µ0 (1− ν0)

1 0 00 −1 0
0 0 0

 ,
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soit finalement, en rassemblant les re´sultats pre´ce´dents
P2020α =
a4α
768µ0 (1− ν0)

37− 64ν0 −5 0−5 21− 32ν0 0
0 0 38− 48ν

 ,
P2002α =
a4α
768µ0 (1− ν0)

11− 16ν0 −3 0−3 11− 16ν0 0
0 0 10− 16ν

 ,
P0202α =
a4α
768µ0 (1− ν0)

21− 32ν0 −5 0−5 37− 64ν0 0
0 0 38− 48ν

 .
D.2.1.2 Tenseurs d’influence de deux inclusions distinctes
Lorsque les deux inclusions circulaires sont disjointes, la me´thode ge´ne´rale de´crite
au paragraphe 2.4.3.1 s’applique. Les re´sultats pre´sente´s ici ont e´te´ obtenus a` l’aide d’un
programme utilisant le logiciel Maxima1. Outre les valeurs de p1, p2, q1 et q2, l’utilisateur
peut spe´cifier le nombre de termes du de´veloppement en se´rie des tenseurs d’influence
cherche´s. Pour tous les tenseurs rassemble´s ici, le calcul des dix premiers termes montre
qu’un nombre limite´ d’entre eux sont non-nuls. On admettra donc dans ce qui suit que
tous les termes d’ordre supe´rieur sont nuls (c’est rigoureusement vrai pour p1 = p2 =
q1 = q2 = 0), et que les expressions propose´es sont exactes.
Les tenseurs sont donne´s en repre´sentation de Voigt, et exprime´s dans la base (e1, e2)
de la figure 2.1 : le vecteur e1 est porte´ par la ligne des centres des deux inclusions, et est
oriente´ de l’inclusion Ω1 vers l’inclusion Ω2 (les deux inclusions ont des rayons distincs,
note´s a1 et a2). Il est commode d’introduire les matrices suivantes
D =

1 0 00 −1 0
0 0 0

 , H =

 1 −1 0−1 1 0
0 0 −2

 , G =

4ν0 − 3 1 01 1− 4ν0 0
0 0 2

 ,
M =
√
2

 0 0 3− 2ν00 0 −1− 2ν0
3− 2ν0 −1− 2ν0 0

 , N = √2

 0 0 −10 0 1
−1 1 0


que l’on prendra garde a` ne pas conside´rer comme des tenseurs (les tenseurs T
p1p2q1q2
12 ne
sont en effet pas des tenseurs intrinse`ques). Avec ces notations, on obtient les re´sultats
suivants
8πµ0 (1− ν0)T000012 =
1
r2
G +
3
2
a21 + a
2
2
r4
H,
8πµ0 (1− ν0)T100012 =
1
2
a21
r3
G +
1
2
a21
(
2a21 + 3a
2
2
)
r5
H,
8πµ0 (1− ν0)T010012 =
1
2
a21
r3
M +
1
2
a21
(
2a21 + 3a
2
2
)
r5
N,
8πµ0 (1− ν0)T101012 = −
3
8
a21a
2
2
r4
G− 5
4
a21a
2
2
(
a21 + a
2
2
)
r6
H,
1Maxima, a Computer Algebra System. http://maxima.sourceforge.net
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8πµ0 (1− ν0)T100112 = −
3
8
a21a
2
2
r4
M− 5
4
a21a
2
2
(
a21 + a
2
2
)
r6
N,
8πµ0 (1− ν0)T010112 =
3
8
a21a
2
2
r4
G +
[
−3
4
a21a
2
2
r4
+
5
4
a21a
2
2
(
a21 + a
2
2
)
r6
]
H,
8πµ0 (1− ν0)T200012 =
1
4
a21
r2
G− 1
2
(1− 2ν0) a
4
1
r4
D +
[
3
8
a21a
2
2
r4
+
5
8
a41
(
a21 + 2a
2
2
)
r6
]
H,
8πµ0 (1− ν0)T020012 =
1
4
a21
r2
G +
1
2
(1− 2ν0) a
4
1
r4
D +
[
1
8
a21
(
8a21 + 3a
2
2
)
r4
− 5
8
a41
(
a21 + 2a
2
2
)
r6
]
H
8πµ0 (1− ν0)T102012 =
1
8
a21a
2
2
r3
G− 1
2
(1− 2ν0) a
2
1a
4
2
r5
D +
[
1
4
a41a
2
2
r5
+
5
16
a21a
4
2
(
4a21 + 3a
2
2
)
r7
]
H,
8πµ0 (1− ν0)T100212 =
1
8
a21a
2
2
r3
G +
1
2
(1− 2ν0) a
2
1a
4
2
r5
D +
[
1
4
a21a
2
2
(
a21 + 4a
2
2
)
r5
− 5
16
a21a
4
2
(
4a21 + 3a
2
2
)
r7
]
H,
8πµ0 (1− ν0)T202012 =
(
1
16
a21a
2
2
r2
+
5
24
a41a
4
2
r6
)
G− 1
8
(1− 2ν0) a
2
1a
2
2
(
a21 + a
2
2
)
r4
D
+
[
5
96
a21a
2
2
(
3a41 + 8a
2
1a
2
2 + 3a
4
2
)
r6
+
35
32
a41a
4
2
(
a21 + a
2
2
)
r8
]
H,
8πµ0 (1− ν0)T200212 =
(
1
16
a21a
2
2
r2
− 5
24
a41a
4
2
r6
)
G− 1
8
(1− 2ν0) a
2
1a
2
2
(
a21 − a22
)
r4
D
+
(
1
4
a21a
4
2
r4
+
5
96
a21a
2
2
(
3a41 + 8a
2
1a
2
2 − 3a42
)
r6
− 35
32
a41a
4
2
(
a21 + a
2
2
)
r8
)
H,
8πµ0 (1− ν0)T020212 =
(
1
16
a21a
2
2
r2
+
5
24
a41a
4
2
r6
)
G +
1
8
(1− 2ν0) a
2
1a
2
2
(
a21 + a
2
2
)
r4
D
+
[
1
4
a21a
2
2
(
a21 + a
2
2
)
r4
− 5
32
a21a
2
2
(
a41 + 8a
2
1a
2
2 + a
4
2
)
r6
+
35
32
a41a
4
2
(
a21 + a
2
2
)
r8
]
H.
D.2.2 Inclusions de forme quelconque, soumises a` une polarisation
constante
En conservant les meˆmes notations que pre´ce´demment, on s’inte´resse maintenant au
cas ou` les inclusions ont une forme quelconque. La me´thode pre´sente´e en 2.4.3 s’applique
encore, en introduisant les inte´grales I
p1p2
α de´finies par (2.45). Lorsque la polarisation
est constante sur chaque inclusion, la me´thode PIM0 ne´cessite le calcul du tenseur T000012
seulement. Au paragraphe 2.4.3.1, il a e´te´ montre´ que le terme en r−3 de ce tenseur e´tait
nul. Il est facile, a` l’aide d’un logiciel de calcul formel, de de´terminer l’expression du
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terme suivant du de´veloppement en se´rie. On trouve, tous calculs faits
8πµ0 (1− ν0)T000012 (r) =
(
1
r2
+ 3
I201 − I021 + I202 − I022
r4
)
G + 6
I021 + I
02
2
r4
H
+ 6
I111 + I
11
2
r4
M +O
(
r−5
)
,
qui coı¨ncide bien avec l’expression pre´ce´demment e´tablie dans le cas d’une inclusion
sphe´rique.
D.3 Tenseurs d’influence en e´lasticite´ tridimensionnelle
Les calculs pre´sente´s au paragraphe D.2 sont effectue´s une nouvelle fois, en e´lasticite´
tridimensionnelle. Les calculs e´tant en tous points semblables, les re´sultats en sont
fournis sans commentaire. Contrairement au paragraphe pre´ce´dent, ou` une polarisation
quadratique par inclusion avait e´te´ envisage´e, dans le pre´sent paragraphe, seuls les
tenseurs ne´cessaires a` la mise en place de la me´thode PIM1 sont fournis.
D.3.1 Inclusions sphe´riques
D.3.1.1 Tenseurs de Hill ge´ne´ralise´s
D.3.1.2 Tenseurs d’influence de deux inclusions distinctes
Les tenseurs sont exprime´s dans la base de la figure 2.8, ou` l’axe des centres corres-
pond a` la direction 3–3. Comme pre´ce´demment, on introduit les matrices auxiliaires
suivantes, qui ne doivent pas eˆtre conside´re´es comme des tenseurs
G1 =


1− 6ν0 −1 3 0 0 0
−1 1− 2ν0 1 0 0 0
3 1 −8 (1− ν0) 0 0 0
0 0 0 −1+ 3ν0 0 0
0 0 0 0 5+ ν0 0
0 0 0 0 0 2 (1− 2ν0)


,
G2 =


1− 2ν0 −1 1 0 0 0
−1 1− 6ν0 3 0 0 0
1 3 −8 (1− ν0) 0 0 0
0 0 0 5+ ν0 0 0
0 0 0 0 −1+ 3ν0 0
0 0 0 0 0 2 (1− 2ν0)


,
H1 =


5 1 −6 0 0 0
1 1 −2 0 0 0
−6 −2 8 0 0 0
0 0 0 −4 0 0
0 0 0 0 −12 0
0 0 0 0 0 2


, H2 =


1 1 −2 0 0 0
1 5 −6 0 0 0
−2 −6 8 0 0 0
0 0 0 −4 0 0
0 0 0 0 −12 0
0 0 0 0 0 2


,
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M1 =
√
2


0 0 0 0 −1− 2ν0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 4− 2ν0 0
0 0 0 0 0 −√2ν0
−1− 2ν0 −1 4− 2ν0 0 0 0
0 0 0 −√2ν0 0 0


,
M12 =
√
2


0 0 0 0 0 1+ 2ν0
0 0 0 0 0 1+ 2ν0
0 0 0 0 0 −4
0 0 0 0 −√2 (5− ν0) 0
0 0 0 −√2 (5− ν0) 0 0
1+ 2ν0 1+ 2ν0 −4 0 0 0


,
N1 =
√
2


0 0 0 0 3 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 −4 0
0 0 0 0 0
√
2
3 1 −4 0 0 0
0 0 0
√
2 0 0


,
N12 =
√
2


0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 −2
0 0 0 0 −2√2 0
0 0 0 −2√2 0 0
1 1 −2 0 0 0


,
On obtient alors, en suivant la me´thode du paragraphe 2.4.3.1
16πµ0 (1− ν0)T00000012 =
1
2
1
r3
(G1 + G2) +
3
10
a21 + a
2
2
r5
(H1 + H2) ,
16πµ0 (1− ν0)T10000012 =
3
5
a21
r4
M1 +
3
35
a21
(
5a21 + 7a
2
2
)
r6
N1,
16πµ0 (1− ν0)T00100012 =
3
10
a21
r4
(G1 + G2) +
3
70
a21
(
5a21 + 7a
2
2
)
r6
(H1 + H2) ,
16πµ0 (1− ν0)T10010012 =
6
25
a21a
2
2
r5
G1 +
(
− 3
25
a21a
2
2
r5
+
9
35
a21a
2
2
(
a21 + a
2
2
)
r7
)
H1,
16πµ0 (1− ν0)T10001012 = −
3
25
a21a
2
2
r5
M12 +
9
35
a21a
2
2
(
a21 + a
2
2
)
r7
N12,
16πµ0 (1− ν0)T10000112 = −
12
25
a21a
2
2
r5
M1 − 18
35
a21a
2
2
(
a21 + a
2
2
)
r7
N1,
16πµ0 (1− ν0)T00100112 = −
6
25
a21a
2
2
r5
(G1 + G2)− 9
35
a21a
2
2
(
a21 + a
2
2
)
r7
(H1 + H2) ,
les autres tenseurs ne´cessaires a` la mise en place de la me´thode PIM1 (T01000012 , T
010010
12 et
T01000112 ) s’obtenant en permutant les lignes et colonnes 1 et 2 d’une part, 4 et 5 d’autre
part.
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D.3.2 Inclusions de forme quelconque, soumises a` une polarisation
constante
Comme au paragraphe D.2.2, on peut aise´ment calculer les deux premiers termes du
tenseur d’interaction (pour la me´thode PIM0) de deux inclusions de forme quelconque,
la base e´tant choisie telle que le rayon-vecteur joignant leurs deux centres de gravite´ soit
r = re3. On trouve alors, tous calculs faits
16πµ0 (1− ν0)T000012 (r) =
[
1
2r3
+ 3
I0021 − I2001 + I0022 − I2002
r5
]
G1 +
3
2
I2001 + I
200
2
r5
H1
+
[
1
2r3
+ 3
I0021 − I0201 + I0022 − I0202
r5
]
G2 +
3
2
I0201 + I
020
2
r5
H2 + 3
I1101 + I
110
2
r5
M12
+ 12
I1011 + I
101
2
r5
M1 + 12
I0111 + I
011
2
r5
M2 +O
(
r−6
)
.
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Annexe E
Comple´ments sur l’homoge´ne´isation
des milieux pre´contraints
E.1 Proprie´te´s des coefficients de couplage de´formation
macroscopique–pre´contraintes
L’objet de ce paragraphe est de de´montrer les proprie´te´s (3.8), e´nonce´es au chapitre
3.
E.1.1 Comparaison des tenseurs Bα et B
′
α
Le the´ore`me de Levin (Pichler et Dormieux, 2008) permet d’exprimer directement
la pre´contrainte macroscopique en fonction du champ de pre´contrainte microscopique
local̟. On obtient alors
Σ = Chom : E+̟ : A,
soit, compte-tenu de l’expression (3.1) de la pre´contrainte̟ (x)
Σ = Chom : E+
P
∑
α=1
̟α : χαA,
ou` l’on reconnaıˆt l’expression du tenseur B′α de´fini par (3.7)
Σ = Chom : E+
P
∑
α=1
̟α : B
′
α .
La comparaison de la relation pre´ce´dente avec la loi de comportement (3.4) permet
alors de conclure que B′α = BTα .
E.1.2 Une expression alternative de Dαβ
Conside´rons deux tenseurs syme´triques quelconques ̟α et ̟β. Les champs de
de´formation εα et εβ, de´finis par (voir e´galement (3.3))
εα (x) = Aα (x) :̟α , εβ (x) = Aβ (x) :̟β, (E.1)
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sont ge´ome´triquement compatibles, de moyenne nulle (ils correspondent en effet a` la
solution du proble`me (3.2a)–(3.2d) dans lequel E = 0). Soitσα le tenseur de contrainte
associe´ a` la de´formation εα
σα (x) = C (x) : εα (x) + χα (x)̟α , (E.2)
dont la divergence est nulle. On peut donc appliquer le lemme de Hill aux champsσα et
εβ
σα : εβ = σα : εβ = 0,
soit, en inse´rant (E.1) et (E.2), puis (3.7)
0 = ̟α :
(
ATα : C : Aβ + χαAβ
)
:̟β = ̟α :
(
ATα : C : Aβ −Dαβ
)
:̟β.
Cette relation e´tant vraie quels que soient les tenseurs de pre´contrainte̟α et̟β, on
obtient l’expression alternative suivante pour les modules de Biot
Dαβ = ATα : C : Aβ, (E.3)
dont on de´duit en particulier que Dβα = D
T
αβ.
E.1.3 Une relation d’orthogonalite´
Soient E et̟α deux tenseurs syme´triques quelconques. Les champs de de´formation
ε et εα, de´finis par
ε = A : E, εα = Aα :̟α ,
sont ge´ome´triquement compatibles, de moyenne e´gale respectivement a` E et 0. On
associe a` ε le champ de contraintesσ (de divergence nulle), par
σ (x) = C (x) : ε (x) ,
et on applique le lemme de Hill aux champsσ et εα
0 = σ : εα = σ : εα = E : AT : C : Aα :̟α .
Cette e´galite´ e´tant vraie quelles que soient les valeurs des tenseurs E et̟α, on obtient
la relation d’orthogonalite´
AT : C : Aα = 0. (E.4)
E.2 Bornes de Hashin et Shtrikman dans un milieu
pre´contraint
E.2.1 Calcul des estimations
Dans ce paragraphe, le calcul permettant d’aboutir aux bornes (3.26) est de´taille´. Il
s’agit d’optimiser par rapport a` τ1, . . . ,τP le second membre de l’ine´galite´ (3.25). Les
conditions de stationnarite´ sont
L−1α : τα = E+ (Cα − C0)−1 :̟α + P0 : τ , (E.5)
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en posant
Lα =
[
P0 + (Cα − C0)−1
]−1
. (E.6)
L’inversion de (E.5) est imme´diate, et conduit aux expressions suivantes des polarisa-
tions optimales τhs1 , . . . ,τ
hs
P
τ
hs = Q : L : E+ Πhs (E.7a)
τ
hs
α = Lα :
[
E+ (Cα − C0)−1 :̟α + P0 : τhs
]
, (E.7b)
avec
Q =
(
I− L : P0
)−1
, (E.8a)
Π
hs = Q :
P
∑
α=1
fαLα : (Cα − C0)−1 :̟α , (E.8b)
La borne optimale sur l’e´nergie potentielle macroscopique du milieu pre´contraint est
alors obtenue en inse´rant les expressions (E.7a) et (E.7b) dans l’ine´galite´ ge´ne´rale (3.25).
Puisque τhsα correspond a` l’optimum de la forme quadratique du membre de droite dans
(3.25), il suffit de calculer la moitie´ du terme line´aire (ax2 + bx + c vaut bx∗/2 + c en
x∗ = −b/2a). En d’autres termes, on doit e´valuer la borne
〈Epot〉 ≤ 1
2
E : C0 : E+
1
2
τ : E+
1
2
P
∑
α=1
fα̟α : (Cα − C0)−1 : (τα −̟α) , (E.9)
chacun des deux derniers termes e´tant calcule´s se´pare´ment. On a tout d’abord
τ
hs : E = E : Q : L : E+ Πhs : E, (E.10)
ensuite,
τ
hs
α −̟α = Lα :
(
E+ P0 : τ
hs
)
+
[
Lα : (Cα − C0)−1 − I
]
:̟α
= Lα :
(
E+ P0 : τ
hs
)
+ Lα :
[
(Cα − C0)−1 − L−1α
]
:̟α
= Lα :
(
E+ P0 : τ
hs
)
+ Lα :
[
(Cα − C0)−1 − P0 − (Cα − C0)−1
]
:̟α
= Lα :
(
E+ P0 : τ
hs
)
− Lα : P0 :̟α ,
d’ou`
P
∑
α=1
fα̟α : (Cα − C0)−1 :
(
τ
hs
α −̟α
)
= Πhs : Q−1 :
(
E+ P0 : τ
hs
)
−
P
∑
α=1
fα̟α : (Cα − C0)−1 : Lα : P0 :̟α (E.11)
et finalement, en inse´rant (E.10) et (E.11) dans (E.9)
〈Epot〉 ≤ 1
2
E :
(
C0 +Q : L
)
: E+
1
2
Π
hs : E+
1
2
Π
hs : Q−1 :
(
I+ P0 : Q : L
)
: E
+
1
2
Π
hs : Q−1 : P0 : Πhs − 1
2
P
∑
α=1
fα̟α : (Cα − C0)−1 : Lα : P0 :̟α . (E.12)
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L’expression pre´ce´dente se simplifie en remarquant que, puisque le milieu he´te´roge`ne
est suppose´ statistiquement isotrope, le tenseur Q se de´compose sur les tenseurs J et
K ; il en va de meˆme (par construction) du tenseur de Hill P0 de la sphe`re plonge´e dans
le milieu de re´fe´rence, et ces deux tenseurs commutent donc (P0 : Q = Q : P0). En
remarquant que
I+ P0 : Q : L = P0 : Q : L :
(
L
−1
: Q−1 : P0−1 + I
)
= P0 : Q : L :
[
L
−1
:
(
I− L : P0
)
: P0
−1 + I
]
= P0 : Q : P0
−1 = Q,
on voit qu’on peut re´duire (E.12)
〈Epot〉 ≤ 1
2
E :
(
C0 +Q : L
)
: E+ Πhs : E+
1
2
Π
hs : Q−1 : P0 : Πhs
− 1
2
P
∑
α=1
fα̟α : (Cα − C0)−1 : Lα : P0 :̟α , (E.13)
et Πhs apparaıˆt comme l’estimation (au sens de Hashin et Shtrikman) de la pre´contrainte
macroscopique due aux pre´contraintes locales̟α (celle-ci e´tant donne´e par le terme
line´aire en E dans l’expression de Epot).
En utilisant l’expression (E.8b) de la pre´contrainte macroscopique̟hs, on met alors
l’ine´galite´ (E.13) sous la forme cherche´e (3.26).
E.2.2 Proprie´te´s des estimations
E.2.2.1 Comparaison avec l’expression (3.16) de Willis (1977)
Il est facile de ve´rifier que l’expression (3.27a) coı¨ncide avec celle propose´e par Willis
(1977). A cet effet, on remarque tout d’abord que
Q : L =
(
I− L : P0
)−1
: L = L :
(
I− P0 : L
)−1
,
de sorte que
Chs = C0 + L :
(
I− P0 : L
)−1
=
[
C0 :
(
I− P0 : L
)
+ L
]
:
(
I− P0 : L
)−1
.
D’une part
C0 :
(
I− P0 : L
)
+ L =
P
∑
α=1
fα [C0 + (I− C0 : P0) : Lα]
=
P
∑
α=1
fα
(
C0 : L
−1
α + I− C0 : P0
)
: Lα
=
P
∑
α=1
fα
[
C0 : (Cα − C0)−1 + I
]
: Lα
=
P
∑
α=1
fαCα : (Cα − C0)−1 : Lα
=
P
∑
α=1
fαCα :
[
I+ P0 : (Cα − C0)−1
]
,
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d’autre part
I− P0 : L =
P
∑
α=1
fα (I− P0 : Lα) =
P
∑
α=1
fα
(
L−1α − P0
)
: Lα
=
P
∑
α=1
fα (Cα − C0)−1 : Lα =
P
∑
α=1
fα [I+ P0 : (Cα − C0)]−1 ,
soit
Chs =
{
P
∑
α=1
fαCα :
[
I+ P0 : (Cα − C0)−1
]}
:
{
P
∑
β=1
fβ [I+ P0 : (Cβ − C0)]−1
}−1
,
qui coı¨ncide bien avec l’expression propose´e par Willis (1977, e´quation (3.16)).
E.2.2.2 Proprie´te´s des estimations des coefficients de Biot
On montre ici que les estimations des coefficients donne´es par l’expression (3.27b)
satisfont les proprie´te´s (3.10) et (3.11). Cela tient a` ce que
Q =
[
P
∑
α=1
fαLα : (Cα − C0)−1
]−1
, (E.14)
puisque
I− L : P0 = I−
P
∑
α=1
fαLα : P0 =
P
∑
α=1
fα (I− Lα : P0) =
P
∑
α=1
fαLα :
(
L−1α − P0
)
=
P
∑
α=1
fαLα : (Cα − C0)−1 ,
on en de´duit d’une part
P
∑
α=1
Bα = Q :
P
∑
α=1
fαLα : (Cα − C0)−1 = Q : Q−1 = I,
et d’autre part
P
∑
α=1
Bhsα : Cα =
P
∑
α=1
fαQ : Lα : (Cα − C0)−1 : (Cα − C0 + C0)
= Q : L+Q :
[
P
∑
α=1
fαLα : (Cα − C0)−1
]
: C0
= Q : L+Q : Q−1 : C0 = Chs.
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Annexe F
Comple´ments sur la diffusion aux
petits angles
F.1 Pour comprendre la diffusion aux petits angles
F.1.1 Rayonnement dipolaire
On conside`re une distribution de charges ρ en mouvement dans un domaine Ω fixe
(inde´pendant du temps), d’extension finie. On de´signe par a la dimension caracte´ristique
de ce domaine, et on suppose nulle la charge totale du syste`me∫
x∈Ω
ρ (x, t) d3 x = 0. (F.1)
Quitte a` augmenter la taille du domaine Ω, on peut supposer qu’a` chaque instant, la
densite´ e´lectronique ρ et le courant de charge j = ρu (u : vitesse locale, eule´rienne) sont
nuls a` la frontie`re de Ω
ρ (x, t) = 0, j (x, t) = 0 (x ∈ ∂Ω). (F.2)
On souhaite calculer le rayonnement e´lectromagne´tique a` grande distance cre´e´ par
cette distribution de charges en mouvement. En d’autres termes, on cherche les champs
e´lectrique E(r, t) et magne´tique B(r, t) en un point d’observation r tel que |r− s| ≫ a
pour tout s ∈ Ω (voir figure F.1).
A cet effet, on calcule dans un premier temps le potentiel-vecteur A et le potentiel
scalaire V de´finis par les relations suivantes :
E = − gradV − ∂tA, B = rotA, (F.3)
et dont l’expression est donne´e par la solution des potentiels retarde´s Landau et Lifchitz
(1994) :
V (r, t) =
1
4πε0
∫
s∈Ω
ρ (s, t− |r− s| /c)
|r− s| d
3 s, (F.4a)
A (r, t) =
µ0
4π
∫
s∈Ω
j (s, t− |r− s| /c)
|r− s| d
3 s, (F.4b)
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Ω
a
s
r
r− s
FIG. F.1: Ge´ome´trie de la distribution de charges.
ou` |r− s| est la distance du point d’observation r au point courant s ∈ Ω. Dans les
expressions pre´ce´dentes, la densite´ e´lectronique et le courant de charges sont e´value´s
en des instants qui de´pendent du point d’inte´gration s, et le domaine d’inte´gration
n’est donc en ge´ne´ral pas connu ; la difficulte´ est contourne´e ici en supposant que le
domaine Ω est fixe, les inte´grations portant alors toujours sur le meˆme domaine borne´.
Les rayons-vecteurs e´tant compte´s relativement a` une origine O « proche » du syste`me
de charges Ω, on a pour un point d’observation « e´loigne´ » de ce syste`me,
|r| ≫ |s| donc |r− s| ≃ r− s · n, (F.5)
ou` r = |r|, et n = r/r. Un de´veloppement limite´ de l’e´quation (F.4a) conduit alors
directement a`
4πε0rV (r, t) ≃ 1
r
n ·
∫
s∈Ω
ρ
(
s, t′
)
s d3 s+
1
c
n ·
∫
s∈Ω
∂tρ
(
s, t′
)
s d3 s, (F.6)
ou` l’on a pose´ t′ = t− r/c. Dans la relation ci-dessus, l’hypothe`se (F.1) a e´te´ prise en
compte. Soit p le moment dipolaire de la distribution de charges, de´fini par
p (t) =
∫
x∈Ω
ρ (x, t) x d 3x. (F.7)
On remarque d’une part que la valeur de p est inde´pendante du choix de l’origine
(puisque la charge totale du syste`me est nulle), et d’autre part, que la conservation de la
charge permet d’exprimer simplement la de´rive´e par rapport au temps de l’inte´grale
pre´ce´dente (prise sur un volume fixe)
p˙ (t) =
∫
x∈Ω
ρ (x, t) u (x, t) d3 x =
∫
x∈Ω
j (x, t) d3 x.
En exploitant l’hypothe`se (F.2), on montre e´galement que∫
x∈Ω
∂tρ (x, t) x d
3 x = p˙ (t) . (F.8)
En introduisant (F.7) et (F.8) dans (F.6), on obtient alors l’expression suivante du
potentiel scalaire
V(r, t) =
1
4πε0cr
n ·
[
p˙ (t− r/c) + c
r
p (t− r/c)
]
.
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L’expression du potentiel-vecteur A est obtenue de la meˆme fac¸on, en remarquant
qu’il suffit de conserver le terme constant dans le de´veloppement limite´ de l’inte´grande
de (F.4b). On obtient alors
A(r, t) =
µ0
4πr
p˙ (t− r/c) .
Les expressions du champ e´lectromagne´tique E,B a` grande distance sont alors
obtenues a` l’aide des relations (F.3). L’expression ge´ne´rale, complexe, se simplifie dans
la zone dite de rayonnement, correspondant a` l’approximation r≫ cτ , ou` τ est un temps
caracte´ristique de variation de la distribution des charges. Dans ce cas
E (r, t) =
µ0
4πr
{[p¨ (t− r/c) · n] n− p¨ (t− r/c)} , (F.9a)
B (r, t) =
µ0
4πcr
p¨ (t− r/c) ∧ n. (F.9b)
On constate que n ∧ E = cB, ce qui montre que le champ e´lectromagne´tique rayonne´
a localement une structure plane.
F.1.2 Diffusion d’une onde progressive, plane et monochromatique
F.1.2.1 Diffusion par un atome
L’illumination d’un syste`me de charges par une onde e´lectromagne´tique met celles-ci
en mouvement. Comme le montre la section pre´ce´dente, il en re´sulte une e´mission de
rayonnement, on parle de diffusion de l’onde incidente (Landau et Lifchitz, 1994).
On conside`re dans ce qui suit un atome, constitue´ d’un noyau centre´ en r0, de masse
M et de charge +Ze (Z : nume´ro atomique), et de Z e´lectrons, de masse m et de charge
−e, occupant les positions rα, α = 1, . . . , Z. Ce syste`me est illumine´ par une onde
e´lectromagne´tique progressive, plane et monochromatique de vecteur d’onde k, et de
pulsationω
Ei (x, t) = Ei exp ı (k · x−ωt) , Bi (x, t) = Bi exp ı (k · x−ωt) ,
avec les relations :
Bi =
1
ω
k ∧ Ei, Ei = − c
2
ω
k ∧ Bi. (F.10)
Du fait de la pre´sence de ce champ, le noyau subit la force e´lectromagne´tique
ZeEi [r0 (t) , t] + Zer˙0 (t) ∧ Bi [r0 (t) , t] .
Conside´rant que les oscillations du noyau sont lentes et de faible amplitude, on peut
admettre que dans l’expression pre´ce´dente, la force de Lorentz est ne´gligeable, et que le
champ e´lectrique est e´value´ en un point r0 fixe (position moyenne du noyau), de sorte
que la force exerce´e par le champ e´lectromagne´tique incident sur le noyau s’e´crit
ZeEi exp ı (k · r0 −ωt) .
De meˆme, la force exerce´e par le champ e´lectromagne´tique incident sur l’e´lectronα a
pour expression
−eEi exp ı (k · r0 −ωt) ,
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ou` l’on a conside´re´ que chaque e´lectron oscillait faiblement autour du noyau. Si l’on
ne´glige l’interaction entre chaque particule et le champ e´lectromagne´tique engendre´ par
le mouvement des autres particules, la relation fondamentale de la dynamique s’e´crit
alors
Mr¨0 = ZeEi exp ı (k · r0 −ωt) ,
mr¨α = −eEi exp ı (k · r0 −ωt) .
Le moment dipolaire (F.7) de cet atome s’e´crit par ailleurs
p = Zer0 −
Z
∑
α=1
erα ,
et on de´duit de ce qui pre´ce`de que
p¨ =
(
Z2e2
M
+
Ze2
m
)
exp ı (k · r0 −ωt) ≃ Ze
2
m
exp ı (k · r0 −ωt) ,
ou` l’on a tenu compte de ce que la masse m des e´lectrons est tre`s faible devant celle du
noyau.
L’expression de l’onde e´lectromagne´tique diffuse´e Ed,Bd se de´duit alors imme´diate-
ment des relations (F.9a) et (F.9b). Celle-ci peut eˆtre simplifie´e si l’on s’inte´resse seulement
aux faibles angles de diffusion, c’est-a`-dire aux directions d’observation n proches de
celle de l’onde incidente, auquel cas : n ≃ k/k, et p¨ · n = 0 (puisque Ei · k = 0). Il vient
alors
Ed = − Ze
2
4πε0mc2
1
|r− r0|Ei exp ı [k · r0 −ω (t− |r− r0| /c)] , Bd =
1
c
n ∧ Ed.
Si l’atome est centre´ en un point r0 proche de l’origine, et si le champ diffuse´ est
observe´ loin de l’origine, l’approximation (F.5) s’applique a` nouveau, et
Ed = − Ze
2
4πε0mc2
exp ı (kr−ωt)
r
Ei exp ı (k− kn) · r0,
soit, en posant q = kn− k, et en exploitant les relations (F.10),
Ed = − Ze
2
4πε0mc2
exp ı (kr−ωt)
r
Ei exp (−ıq · r0) , (F.11a)
Bd = − Ze
2
4πε0mc2
exp ı (kr−ωt)
r
Bi exp (−ıq · r0) . (F.11b)
Chaque e´lectron de l’atome e´met donc une onde sphe´rique, proportionnelle a` l’onde
incidente, avec un de´phasage q · r0.
F.1.2.2 Diffusion par un solide
Les re´sultats e´tablis dans le paragraphe pre´ce´dent se ge´ne´ralisent sans peine au cas
d’un solide constitue´ de N atomesα = 1, . . . ,N, centre´s en rα, et de nume´ro atomique
Zα.
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En effet, si le solide est d’extension faible, et proche de l’origine, on aura de nouveau
rα ≪ r pour tout point d’observation suffisamment e´loigne´. L’onde diffuse´e par les N
atomes se de´duit alors par sommation des expressions (F.11a) et (F.11b)
Ed = − e
2
4πε0mc2
exp ı (kr−ωt)
r
Ei
N
∑
α=1
Zα exp (−ıq · rα) ,
Bd = − e
2
4πε0mc2
exp ı (kr−ωt)
r
Bi
N
∑
α=1
Zα exp (−ıq · rα) .
Il faut toutefois noter que la sommation pre´ce´dente suppose ne´gligeable toute inter-
action entre un atome et le champ e´lectromagne´tique diffuse´ par un autre atome ; en
d’autres termes, tout phe´nome`ne de multidiffusion est e´carte´ ici.
En diffusion des rayons X aux petits angles, seule est mesure´e l’intensite´ I de
l’onde diffuse´e. Cette intensite´ correspond au flux de l’e´nergie e´lectromagne´tique, dont
la densite´ est ε02 E
2 + 12µ0B
2. On voit donc que la nature vectorielle de l’onde e´lectro-
magne´tique n’intervient pas, et il est commode de conside´rer que l’amplitude de cette
onde e´lectromagne´tique est caracte´rise´e par un scalaire A, son intensite´ e´tant alors
donne´e par le carre´ du module de A
I = |A|2 = A∗A.
Compte-tenu de ce qui pre´ce`de, l’expression de l’amplitude de l’onde diffuse´e est
alors
Ad = − e
2Ai
4πε0mc2
exp ı (kr−ωt)
r
N
∑
α=1
Zα exp (−ıq · rα) .
En introduisant la densite´ e´lectronique ρ (nombre d’e´lectrons par unite´ de volume)
ρ (x) =
N
∑
α=1
δ (x− rα) ,
on obtient
Ad = − e
2Ai
4πε0mc2
exp ı (kr−ωt)
r
∫
x∈Ω
ρ (x) exp (−ıq · x) d3 x, (F.12)
ou` Ω de´signe le domaine occupe´ par le solide. Le pre´facteur de l’inte´grale de´pend du
point d’observation. Toutefois, dans une expe´rience de diffusion des rayons X aux petits
angles, le de´tecteur est d’extension faible ; ainsi, r peut eˆtre conside´re´ comme constant,
e´gal a` la distance entre l’objet et le de´tecteur. En un point donne´ de l’e´cran, l’amplitude
de l’onde diffuse´e ne de´pend donc que de q = kn− k, ou` n est la direction du rayon
reliant l’objet au point d’observation.
F.2 Moyenne angulaire du spectre de calcul
Le spectre de calcul I˜ (q) e´tant de´termine´ selon la proce´dure du paragraphe 4.3.2,
des relations sont e´tablies dans ce paragraphe entre les moyennes angulaires (isotropes,
isotropes transverses) des spectres de calcul I˜ (q) et re´el I (q).
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F.2.1 Moyenne isotrope – feneˆtre sphe´rique
Dans ce paragraphe, l’inte´grale (4.27) est e´value´e. On remarque que dans cette
expression, l’inte´grale angulaire (en n) ne fait intervenir que la forme de la feneˆtreW .
Introduisant l’expression de la transforme´e de Fourier de γw, cette inte´grale s’e´crit
1
4π
∫
|n|=1
γˆw (qn− p) d2 n = 1
4π
∫
r∈R3
γw (r) exp (ıp · r)
∫
|n|=1
exp (−ıqn · r) d2 n d3 r
=
∫
r∈R3
γw (r) exp (ıp · r) sinc qr d3 r,
ou` l’on a note´ r = |r|, et utilise´ la relation (F.19). La feneˆtreW e´tant sphe´rique, la fonction
γw (r) ne de´pend que de r. Posant n = r/r, on obtient alors
1
4π
∫
|n|=1
γˆw (qn− p) d2 n =
∫ +∞
0
4πr2γw (r) sinc pr sinc qr d r,
(en utilisant une nouvelle fois (F.19)). La moyenne isotrope du spectre I˜ (q) s’e´crit donc,
pour une feneˆtre sphe´rique
I˜ (q) =
1
(2π)3
∫
p∈R3
I (p)
∫ +∞
0
4πr2γw (r) sinc pr sinc qr d r d
3 p.
L’inte´grale en p est a` son tour calcule´e en coordonne´es sphe´riques, et on voit ap-
paraıˆtre a` droite la moyenne isotrope du spectre de diffusion re´el
I˜ (q) =
1
(2π)3
∫ +∞
0
4π p2 I (p)
∫ +∞
0
4πr2γw (r) sinc pr sinc qr d r d p,
cette relation e´tant vraie que le milieu soit isotrope ou non. Toutes simplifications faites,
on obtient
qI˜ (q) =
∫ +∞
0
K (q, p; R) pI (p) d p,
ou` l’ope´rateur K (q, p; R) a pour expression
K (q, p; R) =
2
π
∫ +∞
0
γw (r) sin pr sin qr d r. (F.13)
Pour une feneˆtre sphe´rique, γw (r) est nulle lorsque r ≥ 2R. Lorsque r ≤ 2R, l’ex-
pression de γw (Torquato, 2002, e´quation (3.51))
γw (r) = 1− 3
4
r
R
+
1
16
( r
R
)3
(r ≤ 2R),
est introduite dans (F.13)
K (q, p; R) =
2R
π
∫ 2
0
(
1− 3
4
x +
1
16
x3
)
sin (pRx) sin (qRx) d x,
et des manipulations alge´briques simples conduisent finalement aux expressions (4.28)
et (4.29).
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F.2.2 Inte´gration sur une sphe`re
Etant donne´ une fonction f (r), on souhaite estimer nume´riquement sa moyenne
isotrope
f (r) =
1
4π
∫
|n|=1
f (rn) d2 n.
A cet effet, on utilise un sche´ma d’inte´gration simple du type
f (r) =
1
4π
n
∑
i=1
̟i f (rni) ,
ou` les ni sont des points choisis sur la sphe`re unite´, et̟i correspond a` l’angle solide
affecte´ a` ce point. Ce sche´ma ge´ne´ralise a` la sphe`re unite´ l’inte´gration par la me´thode
des rectangles sur le segment unite´.
Afin que le sche´ma pre´ce´dent soit le plus efficace possible, il faut que les points ni
soient distribue´s le plus uniforme´ment possible sur la sphe`re unite´. Bien qu’a` ce jour,
le proble`me de la re´partition homoge`ne d’un nombre donne´ de points sur une sphe`re
ne soit pas re´solu, il en existe des solutions approche´es, simples et efficaces (voir par
exemple Saff et Kuijlaars, 1997).
A cette premie`re exigence vient toutefois s’ajouter la ne´cessite´ d’affecter a` chacun des
points ni obtenus un poids̟i, correspondant a` l’angle solide de la zone entourant ni.
Pour un nuage de points ni quelconque, ce proble`me ge´ome´trique est complexe si l’on
veut s’assurer que toute la sphe`re soit effectivement couverte, sans qu’aucune zone de la
sphe`re ne soit compte´e plusieurs fois. L’introduction d’un diagramme de Voronoı¨ sur la
sphe`re permettrait sans doute de re´soudre le proble`me dans sa plus grande ge´ne´ralite´.
Ce n’est toutefois pas la de´marche adopte´e dans le pre´sent travail, puisque les
subdivisions successives de l’icosae`dre (Baumgardner et Frederickson, 1985) re´pondent
de fac¸on simple aux deux exigences pre´ce´dentes. L’icosae`dre de´finit un maillage de la
sphe`re unite´ par vingt triangles curvilignes, soit vingt points d’inte´gration ni associe´s
chacun a` l’un de ces triangles par la relation
ni =
a+ b+ c
|a+ b+ c| ,
ou` a, b et c de´signent les sommets du triangle. Le poids̟i correspondant est l’angle
solide couvert par ce triangle, donne´ par la formule de l’Huilier
̟i =
1
π
atan
√
tan
p
2
tan
p− a
2
tan
p− b
2
tan
p− c
2
ou` a (resp. b, c) de´signe l’angle entre les vecteurs b et c (resp. c et a, a et b), et p =
(a + b + c) /2.
Le maillage a` vingt faces pre´ce´dent peut eˆtre raffine´ en un maillage a` quatre-vingts
faces en remplac¸ant chaque triangle curviligne par quatre triangles curvilignes construits
sur les sommets et les milieux des areˆtes. Le nouveau maillage ainsi obtenu pre´sente
l’inte´reˆt d’eˆtre quasi-uniforme (voir figure F.2). De plus, la sphe`re e´tant explicitement
maille´e, on sait exactement quel poids affecter a` chaque point d’inte´gration.
On peut ite´rer la subdivision pre´ce´dente, en prenant toutefois garde au fait que le
nombre de points d’inte´grations sur la sphe`re unite´ croıˆt tre`s vite (20, 80, 320, . . . ).
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FIG. F.2: Exemple demaillage de la sphe`re obtenu par subdivisions successives de l’icosae`dre.
Sur cet exemple, 3 subdivisions ont e´te´ effectue´es (il y a donc 1280 mailles).
F.2.3 Moyenne isotrope transverse – feneˆtre cylindrique
L’objet du pre´sent paragraphe est de prouver la relation (4.31). Le calcul est en tous
points semblable a` celui du paragraphe F.2.1 ; la relation (F.18) sera utilise´e a` plusieurs
reprises. On commence par introduire l’expression ge´ne´rale (4.26) dans la de´finition
(4.30) de la moyenne isotrope transverse du spectre de calcul
I˜ (qr, qz) =
1
(2π)3
∫
p∈R3
I (p)
1
2π
∫
0≤θ≤2π
γˆw
(
qr cosθex + qr sinθey + qzez − p
)
dθ d3 p. (F.14)
L’inte´grale en θ e´tant isole´e, on y susbtitue l’expression de la transforme´e de Fourier
γˆw en fonction de γw
1
2π
∫
0≤θ≤2π
γˆw
(
qr cosθex + qr sinθey + qzez − p
)
dθ =
∫
r∈R3
γw (r) exp (ıp · r)
1
2π
∫
0≤θ≤2π
exp
[−ı (qr cosθex + qr sinθey + qzez) · r] dθ d3 r,
soit, en utilisant (F.18)
1
2π
∫
0≤θ≤2π
γˆw
(
qr cosθex + qr sinθey + qzez − p
)
dθ =
∫
r∈R3
γw (r) J0 (qrr)
exp [−ı (qzz− p · r)] d3 r.
La feneˆtre glissanteW e´tant cylindrique, la fonction γw ne de´pend que de r et z (pas
de l’angle polaire), et l’expression pre´ce´dente se simplifie∫
r∈R3
γw (r) J0 (qrr) exp [−ı (qzz− p · r)] d3 r =∫
z∈R
∫
r≥0
2πrγw (r, z) J0 (prr) J0 (qrr) exp [−ı (qz − pz) z] d r d z,
ou` (F.18) a a` nouveau e´te´ utilise´e. En inse´rant l’expression pre´ce´dente dans (F.14), et en
calculant l’inte´grale en p en coordonne´es cylindriques, on obtient alors
I˜ (qr, qz) =
1
2π
∫
pz∈R
∫
pr≥0
pr I (pr, pz)
∫
z∈R
∫
r≥0
rγw (r, z) J0 (prr) J0 (qrr)
exp [−ı (qz − pz) z] d r d z d pr d pz. (F.15)
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La fonction γw est nulle pour r > 2R ou |z| > H ; par ailleurs, lorsque r ≤ 2R et
|z| ≤ H (Torquato, 2002, e´quation (3.50))
γw (r, z) =
(
1− 2
π
asin x− 2
π
x
√
1− x2
)(
1− |z|
H
)
, x =
r
2R
,
dont la substitution dans (F.15) conduit finalement a` l’expression (4.31).
F.3 Facteur de forme d’une particule partiellement incluse
dans une feneˆtre sphe´rique
Dans ce paragraphe sont expose´es les me´thodes nume´riques mises en jeu pour esti-
mer le facteur de forme d’une particule partiellement incluse dans la feneˆtre sphe´rique
W . Il s’agit de l’inte´grale apparaissant dans l’expression (4.40), dans laquelle on peut,
sans perte de ge´ne´ralite´, supposer la feneˆtre sphe´riqueW centre´e a` l’origine. En d’autres
termes, on cherche a` calculer l’inte´grale
F (k, x) =
∫
|x′|≤R
χ
(
x′ − x) exp (−ık · x′) d3 x′, (F.16)
ou` x est le centre de la particule conside´re´e, χ sa fonction indicatrice, et R le rayon de la
feneˆtre sphe´rique. Remarquons que la notation pre´ce´dente (F) est abusive, l’inte´grale
(F.16) n’e´tant pas a` proprement parler un facteur de forme. En effet, le facteur de forme
de´fini par (4.10) est normalise´ par le volume de la particule, l’inte´grale (F.16) devrait
donc eˆtre normalise´e par le volume de l’intersection de la particule et la feneˆtre W .
L’observation de la formule (4.40)montre toutefois qu’une telle normalisation n’est pas
ne´cessaire (et inefficace nume´riquement). Elle ne sera donc pas applique´e ici.
F.3.1 Particule sphe´rique
On conside`re dans un premier temps le cas d’une particule sphe´rique, de rayon a,
centre´e a` une distance r de l’origine. On suppose que la particule rencontre la frontie`re
de feneˆtreW , c’est–a`–dire
R− a ≤ r ≤ R + a.
Dans le cas contraire, le calcul se rame`ne trivialement a` celui de l’expression (F.20).
On choisit un syste`me d’axes (ex, ey, ez) tel que
x = rez, et k = k⊥ex + kzez.
En coordonne´es cylindriques ρ,θ,ζ (x′ = ρ cosθex + ρ sinθey +ζez) l’e´quation de
l’intersection de la particule et de la feneˆtre s’e´crit ρ ≤ ρmax (ζ), avec
ρmax (ζ)
2 =
{
a2 − (ζ − r)2 si r− a ≤ ζ ≤ ζ∗,
R2 −ζ2 si ζ∗ ≤ ζ ≤ R,
ou` l’on a introduit
ζ∗ =
R2 + r2 − a2
2r
.
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comme k · x′ = k⊥ cosθ+ kzζ , (F.16) devient
F (k, x) =
∫ R
r−a
exp (−ıkzζ)
∫ ρmax(ζ)
0
ρ
∫ 2π
0
exp (−ık⊥ρ cosθ) dθ dρ dζ ,
et, en introduisant (F.18)
F (k, x) = 2π
∫ R
r−a
exp (−ıkzζ)
∫ ρmax(ζ)
0
ρ J0 (k⊥ρ) dρ dζ
=
2π
k2⊥
∫ R
r−a
exp (−ıkzζ)
∫ k⊥ρmax(ζ)
0
u J0 (u) d u dζ .
L’inte´grale en u fait apparaıˆtre la fonction de bessel J1 de premie`re espe`ce, d’ordre
un (Gradshteyn et Ryzhik, 2007, 5.52), de sorte que
F (k, x) =
2π
k2⊥
∫ R
r−a
k⊥ρmax (ζ) J1 [k⊥ρmax (ζ)] exp (−ıkzζ) dζ .
Il s’agit donc de calculer nume´riquement une inte´grale unidimensionnelle. Afin
de tenir compte d’une part du changement d’expression pour ρmax (ζ) en ζ = ζ∗, et
d’autre part du caracte`re oscillant de l’inte´grande, l’intervalle d’inte´gration [r− a; R] est
de´compose´ en sous–intervalles, dont les bornes sont prises parmi ζ∗, ainsi que les ζn
tels que ζnkz = nπ/2. Sur chacun des sous–intervalles, un sche´ma de Gauss-Legendre
est utilise´, l’expe´rience montrant qu’en ge´ne´ral, entre dix et quinze points de Gauss
suffisent.
Notons finalement que pour ne pas pe´naliser le calcul, des formules approche´es sont
utilise´es pour calculer J1 (Abramowitz et Stegun, 1964, 9.4.4 et 9.4.6).
F.3.2 Particule ellipsoı¨dale, pre´sentant une syme´trie de re´volution
Lorsque la particule est ellipsoı¨dale, le calcul de l’inte´grale (F.16) devient tre`s lourd,
meˆme si on se restreint a` des particules pre´sentant une syme´trie de re´volution. A
de´faut de pouvoir mettre au point une me´thode plus astucieuse, il a e´te´ proce´de´ a`
une discre´tisation comple`te (me´thode des rectangles multidimensionnelle) de l’inte´grale.
Il faut toutefois noter qu’un changement de repe`re approprie´ permet de re´duire
a` deux (au lieu de trois) la dimension du domaine d’inte´gration. On peut en effet
toujours se ramener au cas ou` le vecteur de base ez est porte´ par l’axe de re´volution de
l’ellipsoı¨de, auquel cas son e´quation s’e´crit, en notant x, y et z les coordonne´es du centre
de l’ellipsoı¨de, et x′, y′, z′ les coordonne´es du point courant
(x′ − x)2
a2
+
(y′ − y)2
a2
+
(z′ − z)2
c2
≤ 1,
ou` a (resp. c) de´signe le rayon e´quatorial (resp. polaire). Compte-tenu de la syme´trie de
re´volution de l’ellipsoı¨de conside´re´, on peut choisir le premier vecteur de base ex de
fac¸on a` ce que le vecteur d’onde k soit contenu dans le plan xz
k = kxex + kzez.
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En introduisant les re´sultats pre´ce´dents dans l’expression ge´ne´rale (F.16), on voit que
l’inte´gration en y′ est triviale
F (k, x) =
∫
(x′ ,z′)∈D
(Ymax −Ymin) exp
[−ı (kxx′ + kzz′)] d x d z, (F.17)
ou` D est un domaine plan, de´fini par
D =
{(
x′, z′
) ∈ R2, x′2 + z′2 ≤ R2 et (x′ − x)2
a2
+
(z′ − z)2
c2
≤ 1
}
,
Ymin et Ymax e´tant par ailleurs donne´s par les expressions suivantes
Ymin = max
{
−
(
R2 − x′2 − z′2
)1/2
, y−
[
a2 − (x′ − x)2 − a2
c2
(
z′ − z)2]1/2
}
,
Ymax = min
{(
R2 − x′2 − z′2
)1/2
, y +
[
a2 − (x′ − x)2 − a2
c2
(
z′ − z)2]1/2
}
.
L’inte´grale (F.17) est alors calcule´e par la me´thode des rectangles, en adoptant au
besoin une discre´tisation diffe´rente selon les axes xx et zz. Le calcul peut eˆtre conside´ra-
blement acce´le´re´ si l’on remarque qu’il n’est pas ne´cessaire d’e´valuer l’exponentielle
complexe de l’inte´grande (F.17) en chaque point de la grille. En effet, les relations
suivantes (Press et coll., 1992, 5.5) permettent de remplacer le calcul – pour des angles
re´gulie`rement espace´s – des fonctions cosinus et d’un sinus d’angles par des additions
et multiplications
cos (θ+ δ) = cosθ− (α cosθ+β sinθ) ,
sin (θ+ δ) = sinθ− (α sinθ−β cosθ) ,
ou` l’on prendra garde toutefois a` effectuer les ope´rations dans l’ordre indique´ par les
parenthe`ses (afin de limiter les erreurs d’arrondi). Les coefficientsα et β re´sultent d’un
calcul pre´alable
α = 2 sin2
δ
2
, β = sin δ.
F.4 Quelques inte´grales utiles
F.4.1 Moyennes angulaires isotropes dans le plan et dans l’espace
Lorsqu’on calcule les moyennes angulaires isotropes des spectres de diffusion, on
voit fre´quemment apparaıˆtre les deux inte´grales suivantes, dont les valeurs sont donne´es
sans de´monstration.
Calcul dans le plan (Abramowitz et Stegun, 1964, 9.1.18) soit z un re´el quelconque
1
2π
∫ 2π
0
exp (ız cosθ) dθ = J0 (z) , (F.18)
ou` J0 de´signe la fonction de Bessel de premie`re espe`ce, et d’ordre ze´ro.
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Calcul dans l’espace z de´signant maintenant un vecteur de norme z = |z|
1
4π
∫
|n|=1
exp (−ız · n) d2 n = sinc z, (F.19)
ou` sinc de´signe le sinus cardinal
sinc z =
sin z
z
.
F.4.2 Expression du facteur de forme de quelques particules
Dans ce paragraphe, sont regroupe´es les expressions analytiques des facteurs de
forme de quelques particules. Le facteur de forme est de´fini par la relation (4.10), et
l’origine est place´e au centre de gravite´ de la particule conside´re´e.
Sphe`res de rayon a
F (q) = F (q) = 3
sin qa− qa cos qa
(qa)3
, (F.20)
ou` q = |q|.
Ellipsoı¨des de rayons a, b et c, selon les axes ex, ey et ez
F (q) = 3
sinξ −ξ cosξ
ξ3
,
ou` l’on a pose´
ξ =
√
(aqx)
2 +
(
bqy
)2
+ (cqz)
2.
Cylindres de rayon a, hauteur h et axe ez
F (q) = F (qr, qz) = 2
J1 (qra)
qra
sinc
qzh
2
,
ou` J1 de´signe la fonction de Bessel de premie`re espe`ce, d’ordre un, et qr la composante
radiale du vecteur q
qr =
√
q2x + q
2
y.
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Annexe G
Comple´ments sur les me´thodes
d’alignement et reconstruction
G.1 Alignement par corre´lation d’images
L’objet de ce paragraphe est d’e´tablir mathe´matiquement les re´sultats conduisant a`
la me´thode d’alignement par corre´lation d’images, pre´sente´e de fac¸on heuristique au
paragraphe 5.4.3. Une fois de plus, le point de de´part est la formule de projection (5.18),
dans laquelle on ope`re le changement de variables
z = [X−U(θ)] sinθ− Z sinθ, soit Z = z
cosθ
− [X−U(θ)] tanθ,
qui conduit a`
R(X,Y,θ) =
1
cosθ
∫ +∞
−∞
µ
[
X−U(θ)
cosθ
− z tanθ,Y−V(θ), z
]
d z.
La relation pre´ce´dente sugge`re d’appliquer a` chaque image Ri une affinite´ d’axe X,
compensant le raccourcissement apparent duˆ a` la rotation. On introduit donc l’image
auxiliaire R˜i (cosine stretching)
R˜i(X,Y) = Ri(X cosθi,Y) =
1
cosθi
∫ +∞
−∞
µ(X− U˜i − z tanθi,Y−Vi, z) d z,
ou` l’on a pose´ U˜i = Ui/ cosθi. On de´finit alors les corre´lations C˜i j
C˜i j(X,Y) =
∫
R2
R˜i(X
′,Y′)R˜ j(X′ + X,Y′ +Y) dX′ dY′,
et la «masse » m˜i j de l’image C˜i j
m˜i j =
∫
R2
C˜i j(X,Y) dX dY,
ainsi que les coordonne´es (U˜i j, V˜i j) du barycentre de cette image
U˜i j =
1
m˜i j
∫
R2
XC˜i j(X,Y) dX dY, V˜i j =
1
m˜i j
∫
R2
YC˜i j(X,Y) dX dY.
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En substituant la de´finition de R˜, et en effectuant le changement de variables (de
jacobien unite´) suivant
xi = X− U˜i − zi tanθi, yi = Y−Vi,
x j = X + X
′ − U˜ j − z j tanθ j, y j = Y +Y′ −Vj,
on obtient pour la masse m˜i j
m˜i j =
1
cosθi cosθ j
∫
R6
µ(xi, yi, zi)µ(x j, y j, z j) d xi d yi d zi d x j d y j d z j,
l’abscisse U˜i j
U˜i j =
1
m˜i j cosθi cosθ j
∫
R6
(
x j − xi + U˜ j − U˜i + z j tanθ j − zi tanθi
)
µ(xi, yi, zi)
µ(x j, y j, z j) d xi d yi d zi d x j d y j d z j,
et l’ordonne´e V˜i j
V˜i j =
1
m˜i j cosθi cosθ j
∫
R6
(
y j − yi +Vj −Vi
)
µ(xi, yi, zi)
µ(x j, y j, z j) d xi d yi d zi d x j d y j d z j.
On voit apparaıˆtre dans les inte´grales ci-dessus la masse (m =
∫
µ) de l’objet, ainsi
que les coordonne´es (dans son repe`re propre) de son barycentre (mx =
∫
µx, my =
∫
µy,
mz =
∫
µz), de sorte que
m˜i j =
m2
cosθi cosθ j
, U˜i j = U˜ j − U˜i + z
(
tanθ j − tanθi
)
, V˜i j = Vj −Vi.
Si l’image i est de´ja` aligne´e, (c’est-a`-dire que Ui et Vi sont connus), alors l’image j
peut elle-meˆme eˆtre aligne´e, en calculant les coordonne´es du barycentre de l’image de
corre´lation C˜i j. Ainsi, en choisissant arbitrairement (on en a toujours le droit) comme
re´fe´rence l’une des images, soit i,, on aligne les autres images de proche en proche : i− 1
et i + 1 avec i, i− 2 avec i− 1 et i + 2 avec i + 1, . . . .
G.2 Me´thodes alge´briques de reconstruction
L’objet du pre´sent paragraphe est de pre´ciser la fac¸on dont la matrice A de projection,
introduite au paragraphe 5.5.1.2 est calcule´e. On pourra e´galement se reporter a` (Kak et
Slaney, 1988, chapitre 7). Compte-tenu de la possibilite´ de reconstruire chaque tranche
Y = Cte inde´pendamment, le raisonnement est pre´sente´ en deux dimensions. On cherche
ici une reconstruction du sinogramme sous la forme d’une fonction (x, z) 7→ µ (x, z)
constante par morceaux.
Plus pre´cise´ment le domaine Ω occupe´ par la reconstruction est de´compose´ en
Nx × Nz voxels carre´s, de meˆme taille que les pixels du de´tecteur (de sorte que, pour
θ = 0◦ ouθ = 90◦, chaque range´e de voxels de la reconstruction correspond a` exactement
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FIG. G.1: Principe des me´thodes alge´briques de reconstruction. L’objet est ici discre´tise´ en
35 voxels, et on admet que l’intensite´ de´tecte´e par le pixel 1 correspond a` un unique rayon.
La contribution du voxel 8 est alors proportionnelle a` la longueur de la corde repre´sente´e en
trait e´pais.
un pixel du de´tecteur). Les voxels de la reconstruction e´tant nume´rote´s line´airement
Ω1, . . . ,ΩNx×Nz (voir figure G.1), on note µ1, . . . ,µNx×Nz les valeurs correspondantes
(inconnues) de l’absorption line´aire. Ces valeurs constituent le vecteur-colonne x, tandis
que le vecteur-colonne b repre´sente le sinogramme. Plus pre´cise´ment, la valeur de´tecte´e
par le i–e`me pixel pour la j–ie`me projection (d’angle θ j) est note´e bNx j+i.
On souhaite e´tablir le lien entre les vecteurs x et b. Dans les raisonnements ci-apre`s,
le nombre total de projections n’intervient pas, on se retreindra donc au cas d’une unique
projection, d’angle θ.
Les reconstructions propose´es dans ce travail ont e´te´ obtenues en admettant que la
valeur de´tecte´e par le i–e`me pixel du de´tecteur correspondait a` un unique rayon, passant
par le centre de ce pixel (voir figure G.1). En d’autres termes
bi = R
(
1
2 (2i + 1− Nx) ∆X,θ
)
, i = 0, . . . ,Nx − 1,
ou` R de´signe la projection de l’objet, de´finie par (5.9),M est le nombre total de projections
et ∆X la largeur des pixels du de´tecteur. En tenant compte du fait que (x, z) 7→ µ (x, z)
est constante sur chaque voxel Ω j, la relation (5.9) s’e´crit
bi =
NxNz
∑
j=1
µ j
∫ +∞
−∞
χ j (Xi cosθ− Z sinθ,Y,X sinθ+ Z cosθ) d Z,
ou` Xi est l’abscisse (dans le repe`re global) du i–e`me pixel du de´tecteur
Xi =
1
2
(2i + 1− Nx) ∆X,
et χ j la fonction indicatrice (dans le repe`re local lie´ a` l’objet) du j–ie`me voxel Ω j. La
relation pre´ce´dente peut donc comme annonce´ se mettre sous la forme line´aire Ax = b,
avec
Ai j =
∫ +∞
−∞
χ j (Xi cosθ− Z sinθ,Y,X sinθ+ Z cosθ) d Z, (G.1)
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FIG. G.2: La valeur de´tecte´e par le pixel 1 correspond en re´alite´ a` un flux, calcule´ sur toute sa
largeur. La relation entre x et b est alors non-line´aire. La largeur du rayon peut eˆtre prise en
compte de fac¸on approche´e en donnant a` Ai j non plus la valeur de la corde de la figure G.1,
mais celle de l’aire colore´e en orange.
cette dernie`re inte´grale correspondant a` la longueur de l’intersection du rayon courant
(passant par le centre du i–ie`me pixel du de´tecteur) avec le j–ie`me voxel (voir figure
G.1).
En pratique, la matrice A est de taille NxNz × NxM, mais la figure G.1 montre qu’un
nombre important de ses coefficients sont nuls. Seuls les coefficients non-nuls sont donc
stocke´s, d’une fac¸on qui permette de calculer aise´ment les produits Ax et ATy (ces deux
ope´rations e´tant ne´cessairs pour l’appliquation de la me´thode du gradient conjugue´).
Notons pour finir que l’expression (G.1) de la matrice A ne constitue qu’une ap-
proximation de l’ope´rateur de projection. En effet, la valeur de´tecte´e par chaque pixel
correspond a` un flux total sur la largeur de ce pixel (voir figure G.2). On doit ainsi
sommer les intensite´s (et non leur logarithme), soit, en utilisant l’e´quation (5.8)
exp bi =
1
∆X
∫ Xi+∆X/2
X1−∆X/2
exp−
∫ +∞
−∞
µ (X cosθ− Z sinθ,X sinθ+ Z cosθ) d Z dY,
la relation entre les bi et les µ j devenant alors non-line´aire. Certains auteurs (Kak et
Slaney, 1988) proposent de prendre en compte la largeur finie du rayon en donnant a` Ai j
la valeur de la surface d’intersection entre ce rayon et le j–ie`me voxel (en orange sur la
figure G.2). Cette me´thode n’est justifie´e que si l’on somme le logarithme de l’intensite´
de´tecte´e, ce qui n’est pas le cas ici.
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